Least-Squares Polynomial Filters for Ill-Conditioned Linear Systems by Erhel, Jocelyne et al.
Least-Squares Polynomial Filters for Ill-Conditioned
Linear Systems
Jocelyne Erhel, Fre´de´ric Guyomarc’H, Yousef Saad
To cite this version:
Jocelyne Erhel, Fre´de´ric Guyomarc’H, Yousef Saad. Least-Squares Polynomial Filters for Ill-
Conditioned Linear Systems. [Research Report] RR-4175, INRIA. 2001. <inria-00072447>
HAL Id: inria-00072447
https://hal.inria.fr/inria-00072447
Submitted on 24 May 2006
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
IS
SN
 0
24
9-
63
99
 
 
 
 
 
 
 
IS
RN
 IN
RI
A/
RR
--4
17
5-
-F
R+
EN
G
ap por t  

de  r ech er ch e 
INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
Least-squares polynomial filters
for ill-conditioned linear systems
Jocelyne Erhel , Frédéric Guyomarc’h , Yousef Saad
N˚4175
Mai 2001
THÈME 4
 	
ﬁﬀﬂﬃ "!#$%&
'
(ﬃ  )	
*+ﬀ-,ﬃ$%ﬃ.ﬀ-,/ ﬃ.ﬀ-01ﬁ1%2ﬂ
354687:9<;=7?>@BA7:9DCFEHGH@BI:JI8@LKM6?NPOQ;R45SUT5@L65VWAYXZE%[4RO\L7:]^QTRT5J`_
a&bdcLegfhjilknmoepdqsrut)mwv:x-f.t2vzy{t)mwems|}r~t}movzx
 f|}n|t}cLefL| v:eydqwf.{fL|
)v~f.t2ŁD
r~ydy5vz}t

f}fB$bdf.$$bdfxzh
u~?iFrzm~:dizyr~zfB|
ZQ L¡.¢u£d¤z¡z¥
x¦mwey5vz}t)rzx:t§y
}v:¨dqwfLeª©bdms$b¦r~)mo|}fL|mox«|}f.¬zfL)rzqr~ydydqoms.rut)mwv:x
|ms|ﬁt}v"­x

t}bdf
|}vzqop{t)mwv:x?v~®&r~xmwqoqW¯° v:x

mwt}movzxdf

knneef t)}msﬁknf.emw¯Mv:|}mwt}mo¬zff.­
xdmwt}fﬁqomwxdfBr~|}n|t}fLe±©bdv:|}fg}mozb8t¯
br~x

|}m

f#ms|ﬁy5f.}t}pd)¨f

¨8²xdvzms|}fz³¦°xUt}bdms|§|}mWt)p
rut)mwv:x1´+mWt§ms|

fB|mo)rz¨dqof-®µv:t}bdf|v:qwp{t)mwv:x¶t)v·¨f
r:..pd)r~t}f#mox²t)bdf

mo)fLt)mwv:x
|v~®fLmw:f.xn¬zfBt}v:)|r:|}|}v{ msrut}f

©mwt}b¦qsr~)zf#f.mozfLxn¬¸rzqwp
fL|L´+rzx

t}v·b
r¸¬:f
|}eﬁr~qoq vzey5vzxdfLx8t)|+mwxZt}bdf|}y
rz.f¹r:|}|}v{ msrut)f

©mwt}b#|eﬁrzqwqofL|t+fLmw:f.xn¬ur~qopdfL|L³ºef t)bdv

ms|&yd)fL|}f.x8t}f

t)v|)rut)mo|®µt)bdfL|}f)fL»8pdmo)f.ef.x8t)|L´z©b
mo$b§ms|¼¨
rz|}f

v:xZ v:x
|t)}pt}moxdryv:qwnxdv:egmsr~q
­
qwt}f.+p
|}mwx
qofLrz|t¯
|)»8p
r~)fL|¼t)fL$bdxdms»8pdfL|L³
½P¾8¿RÀ)ÁÂ
¢uÃQ z¥
vzqo8x
vzemorzq5­
qWt)f.$|.´{qofLr:|t}¯Ä|)»8p
r~)fL|¼y5vzqo8x
vzemorzqo|L´nmwqoqw¯Ä.vzx

mwt}movzx
f

|{|t}f.eﬁ|L´{}fLzp{¯
qsr~)moÅLrut)mwv:x1´{aÆ{$bdv:xdvu¬}fLzpdqsr~)moÅLrut)mwv:x1´nmweﬁrzzf¹}fB vu¬zfL}:´{Ç¼b
f.¨n{|bdfL¬§¨
r:|fB|.³
ÈsÉÊ}ËÄÌLÍ&ÊÎQÏoËÄÐMÑ Ò
ÓÔÕ<Ö§×MØBÙ¸Ù~ÔÕÛÚ<ÜÝÞ ßﬁÚMà¸ÜâáãäQÕÛå¼ß§æ1Ü×MÜç$ÕÛèÄàPé%êèÜâØBë¸Ý¸ÜÕ2ìÕMç$ë Úíäî$íä%äí¼ïð)ñóòò)ñÄï°ñµò$ô õögç$ëBÝ-Þ ßﬁÚMàBÜ
÷âøùë¸ë¸Ü×MÔ$ÚMçãLØ¸Ù~ÜÕÛèÔåÙBØBÚMÜÕ%úóë¸×<Ú<ø ÚMØLÚMÜû
ü
úµæúÛãLäî)úµýQæ1úóä¼þzá%æPæÜë¸ë¸Ü×þ~ßÔLèÜ  ßBëBÜ û 
Õ<àBÜ QøùëBÕ<ø çBû wÕþ~à ÚÛÚMÙ îî
			û øùÕ<øù×MçBû oÕMî$ç  ç$Ý¸øùë~î)Ù~ÜÕÛ×MÔ.î)ÜÕ<àBÜ sû à Ú<å 

úµæ1úÛãLäHî)úµý%æúóäÆþ$á%ægæ1Üë¸ë¸Ü×}þ
uÕ<ÜÝ¸ÜÕÛøùèû QØBß Ôå2ç$Õ<èMàQøùë¸ÕÛø çBû oÕþ à.ÚÛÚ<Ù îî
			û øùÕÛøù×ÄçBû wÕÄî$ç  ç$ÝBøùë~î)Ù~ÜÕÛ×MÔ.î
wìØBß Ôå2ç$Õû à.Ú<å 

áë¸ø  ÜÕ<×<ø Úóß(ÔU÷âøùë¸ë¸Ü×<Ô$ÚÄçBþ íQÜÙuç$ÕÛÚ<åÜë.ÚYÔRÔåÙ¸ØLÚMÜÕYãLèøùÜëBèÜ ç$ë¸Ý
ë¸ìøùë¸ÜÜÕ<øùëBì¸þ¦à.ÚÛÚ<Ù îî
			1ñ
Ø¸×MÜÕÛ×}û è×}û Ø¸åë:û ÜÝBØ~îÆ×Mçç$Ý~î
Unité de recherche INRIA Rennes
IRISA, Campus universitaire de Beaulieu, 35042 RENNES Cedex (France)
Téléphone : 02 99 84 71 00 - International : +33 2 99 84 71 00
Télécopie : 02 99 84 71 71 - International : +33 2 99 84 71 71
 Uﬃ $%Qjﬁﬀﬂﬃ 
Z(,-j12ﬂj ﬃ ﬀﬃ ﬂ·*¼ﬀ,ﬃ$%ﬃ ﬀﬀ
	  
  ¥  x-y
}v:¨dqwcLefDmoeyv:t$r~x8t&»8pdm|}fâyv8|f  r~x|Æydqop
|}mwfLpd$|+rzydydqomoLrut)mwv:x
|+fL|t  f¹t)}v:pd¬zfL
qsrﬁ|}vzqop{t}movzx  pdxF|}n|t}cLefqwmoxLrzmw)f|}8e.t})mo»8pdf|}f.emw¯  .­
xdm1y5v:|}mwt}mw®f.teﬁr~q.vzx  mWt)mwv:xdxz´5r¸¬zfBDp
x
|}fL.vzx  efLe¨d)fy5f.}t}pd)¨¼y
r~  p¨d)pdmwtL³Drzx
|.f¼Lrz|L´Bmoq:®Ûr~p{t»:p
fÆqsr2|v:qwpdt}movzx|}vzmwt%ydL.mo|}f  rzx
|1qofL|
 mw)fL t}movzx
|&yd)vzy
}fB|+r:|}|}v{ m.fB|+rzp{Z:)rzx  fL|+¬ur~qof.p
)|&yd)vzy
}fB|.´{»8p  f.qoqwfrzmWt  fy5f t)mWt)fL|2.vzeyv8|}rzx8t}fL|
 r~x
|Dqwf|}vzp
|¯MfB|yrz frz|)|v{ mrzp{Pyf.t}mwt}fL|â¬urzqwfLpd)|Dyd)vzyd)fL|L³â2vzp|ydL|}f.x8t)vzx
|Dpdxdfge t}b
v  fg»8pdm
|)rut)mo|®Ûr~mwt fB| vzx  mWt)mwv:x
|âf t»8pdmÆfL|tâ¨rz|.fﬁ|p
qor# v:x
|t})p
t)mwv:x  pdx­
qwt})fﬁyv:qwnxdv:emorzq|v:qwp{t)mwv:x
 pdx#yd)vz¨
qwcLegfrzp{Zevzmox  )fL|Lr~)B|.³
 Â ¡B  À ¤ﬀ  ¥ ﬁ mwqwt})fL|+y5vzqonxdvzemsr~p{´8egv:mwx  }fB|¼Lr~)B|.´n|}n|t}cLefL|¼erzq vzx  mWt)mwv:xdxB|.´n.zp
qorz}ms|}r~¯
t)mwv:x1´{.zp
qorz}ms|}r~t}movzx  faÆ{$bdv:xdvu¬R´8)fL|t)rzpd$rut}movzx  moeﬁr~:fL|L´{¨
rz|}fL|  fÇ¼bdfL¨nn|}bdfL¬5³
 
¡.¢ Â Ã
Q¤~¡ Â
	
°xY|fL¬zf.$r~qDmwey5vz}t)rzx:tPr~y
ydqwms.r~t}movzx
|-mwtms|}fB»:p
mw)f  t)vU|}vzqo¬zfr¶qomwx
fLr~
|}{|t)f.e vz®  mwef.x|movzx
?t)bdf¹®µvz)e


z³o
moxF©bdms$bPt)bdfeﬁrut)}mw

ms|¬:f.)-moqwqw¯° vzx  mWt)mwv:xdf  rzx  ©bdfL}ft}bdf}mozb8t¯Äb
rzx  |m  f

mo|DyfLt)pd)¨f 
©mwt}bxdv:mo|}fz³HÄtms| vzeevzx-t}brut

mo||}moxdzpdqsr~rzx  brz|rqorz}:fDxnpde¨fLv~®Q|}moxdzpdqsr~&¬ur~qopdfB| qov:|}f
t)vZÅLf.)v
³D|Drﬁ)fL|}pdqwtL´5t}b
fxdv:mo|}ft}brutâmo|Dyd)fL|}f.x8tmox

©moqwq%t}fLx  t)vZ¨5fr~eydqomw­
f  moxPt)bdfy|fLp  v~¯
moxn¬zfL)|}f§|v:qwpdt}movzx

vz®t}bdf#|{|t}fLe³ﬁﬀ®ót}fLx·t}bdf)fL|}pdqWt)mwx
?|v:qwpdt}movzx ¨5fL.vzefL|©¼v:t)bdqwfB|}|
r:|2mwtDms|  v:emwx
r~t}f  ¨n-xdv:mo|}fz³ﬂHdr~eydqofL|2vz®HtnydmoLr~qQr~ydydqoms.rut)mwv:x
|vz®Ht}bdms|xrut}p
}frz}fmwx  ms|) )f t}f
moxn¬zfL)|}fDy
}v:¨dqwfLeﬁ|+®µvzmoerzzf¹}fB vu¬:f.)rzx  mwx-t}v:evzz$r~y
b8:³
°xﬁmoeﬁr~:f2}fB vu¬:f.)ât}bdfDer~t})mW

)f.yd)fL|}f.x8t$|t}bdf¨dqwp
})mwx
vzy5f.$rut)vzr~x  mo|¼|neef t})ms2|fLemW¯
y5v:|}mwt}mo¬zf  f.­
xdmwt}fz³jxnpde¨5f.v~®ﬃ )f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx  |t))r~t}f.:mwfB|b
r¸¬:fg¨5f.fLx  fB|mozxdf  t}vF)fL.vu¬zfLâr
|}vzqop{t)mwv:xU©b
mo$b¦ms|  fL¨dqopd})f  rzx  ­
qWt)f.)f  v:p{tZv~®xdv:mo|}fz³a&bdfF:f.xdfL)rzqyd)mwx
.mwy
qwfFvz®r~qoq2}fLzp{¯
qsr~)moÅLrut)mwv:x?ef t)bdv  |ms|ât)vF|v:qw¬:ft)bdf§|}n|t}fLe r:. p
)r~t}f.qoFv:xdqw?mwx"t)bdf§|moxd:pdqorz|yrz fﬁr:|}|}v{ msrut}f 
©mwt}b?t}bdfgqsr~)zf|}moxdzpdqsr~D¬ur~qopdfL|¹©bdmoqwf}fLevu¬8moxd-vz¹}f  p
 moxd vzey5vzxdfLx8t)|¹rz|)|v{ msrut)f  ©mwt}bt}bdf
|}eﬁr~qoq1|moxd:pdqorz&¬¸rzqwp
fL||}mwx
.f¹t}bdfB|fr~)fDt8y
moLr~qoqw  vzemwxrut}f  ¨n§x
vzms|f:³a%©+vgy
}vzt}v~tny5fL|+v~®%t}bdfB|f
ef.t}bdv  |Hrz}f+t}b
f2a)pdx
Lrut}f  k{mwxd:pdqsr~! r~qopdf

a2k" D%t}fL$b
xdmo»8pdf:´:rzx  a¼{$bdvzx
vu¬¹)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx³
a&b
fL|}fr~)f¨d)mwf$#


mo|) p|}|}f

moxPt}b
fxdf.8tâ|p
¨
|fBt)mwv:x1³
ﬁ
v:)f ®µf.)f.x fL|vzxFa2k% ¹r~x

a¼{$bdvzxdvu¬
)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx-|fLf'& (*)Ä³
°x©b
r~t®µvzqoqwvu©2|©+f

ms|}.p
|}|)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx®µvzHt)bdf2.r:|f&©bdfLx

ms|H|}8eef t)}ms|}f.emW¯Äy5v:|}mWt)mw¬:f

f ­
xdmwt}f:³ÆfLzpdqsr~)mwÅBrut)mwv:x-.rzx-¨5f¬nmwfL©¼f

r:|ref t}b
v

®µv:2 vzeydpdt}moxd§r­
qWt)f.)f

|}vzqop{t}movzxv~®Qt}bdf
®µv:}e
+',
-/.
102

z³ù3
©b
f.)ft)bdfD)vzqof¹v~®1t)bdf¹­
qWt)f.+®µpdx
 t}movzx
-
ms|Æt)v}fLegvu¬:f2vz

rzeyfLxrzqwqRf.mozfLx{¯° vzey5vzxdfLx8t)|+ qov:|}f2t}v
ÅLf.)vâ®µ}v:e t)bdf)mozb8t¯Äb
r~x

¯Ä|}m

fz³Qa&bdmo|¼ms|

v:xdf2mox§vz

f.t}vy
}fL¬zf.x8tHt)bdfL|}fD.vzeyv:xdf.x8t$|.´8©bdms$b§r~)f
tnydms.rzqwqo

v:emwx
r~t}f

¨n§xdv:mo|}

r~t)r
´n®µ}v:e ¨5f.moxdﬁr~eydqomW­
f

³
Df.x
v~t}moxdg¨n4
.65
0
t}bdf87fLr¸¬nmo|}m

f2®µpdxt}movzx©bdms$bZms|+fL»8p
r~q5t)vÅLf.)v®µvz
5:9<;
r~x

t}vgvzxdf®µvz
5:=>;
´8t}bdfD­
qwt}f.¼®µpdx
 t}movzxZ®µvz¼t}bdf¹.rz|}fvz®t}bdfDt})pdx
Lrut)f

k% ¹Y}fLzpdqsr~)mwÅBrut)mwv:x1´z.rzx§¨5fD©)mWt}t}fLx-rz|
-@?$.A5
0B
4
.A5DCFE
0

z³ (G
©b
f.)f
E
ms|rIH°t)}pdx.rut)mwv:x%Jﬁy
r~$r~ef t)f.B³Pav?rzydydqo?t)bdfZrz¨vu¬:f­
qWt)f.®µpdx
 t}movzx1´HrF|}mwx
zpdqsr~¬urzqwpdf

fL v:eyv8|mwt}movzxmo|&x
vz)erzqwqo§)fL»8pdmo}f

³
°xPa¼{$bdvzxdvu¬)f.:pdqorz}moÅLr~t}movzx1´:t}b
fâ­
qWt)f.®µp
x
t)mwv:xms|&v~®Qt}b
fâ®µvz)e
-LK%.A5
0MON
C
N
N	P
.A52QSR
0UT

R
T
R
T:P
5
T

z³ hV
©b
f.)f
R
ms|Dr§y
r~$r~ef t)f.B³&ÄtDms| v:eegv:xPmwxFt}bdms|DLrz|}fât}v-p
|ft}bdfg vzx~pd:r~t}f:)r

mwfLx8tr~qozvz)mwt}bde
t)vﬁ vzeydpdt}fr~x#r~y
yd}v¸{moeﬁrut}movzxZt}v

:³ G³
°xF&oW)Ä´5Ç+r~qo¬zf.tt}mf.tr~qM³yd}v:yv8|frgef t)bdv

©b
mo$bp
|}fL|2rzxXHf {y5vzxdfLx:t)morzqYJD­
qWt)f.2vz®t)bdfâ®µvz)e
-/.A5
0MZN
C\[]"^`_aCb.6RcQS5
0
Td

z³ù3
e
a&b
fzv8r~q%mo|t}v-vz¨{t$r~mox?r®µpdx
 t}movzx?t}b
r~tDms|D.qwv8|ft}vZÅLf.)vﬁ®µvz
5
xdfLrzt)bdfv:}mozmoxFr~x   qov:|}ft}v-vzxdf
©b
f.x
5
mo|®Ûr~Ær¸©&r¸®µ)vze t)bdf2v:}mozmox1³Ç¼qwfBr~)qwt)bdms|H®µpdx
 t}movzx§ms|HxdvztÆfL.vzxdv:emoLr~qoqwp|fBr~¨dqof  mo}fBt}qo
®µv: v:eydp{t}moxdZrzxPr~ydyd)v¸{mweﬁr~t}movzxv~®t}bdf®µvz)e

z³ù3³2Ç+r~qo¬zf.tt)mf tB³w´yd)vzy5v:|}fmwx
|t}fBr  t)vﬁf {y
r~x 
t)bdms|&®µpdx
 t}movzx#mwxPrg¨
r:|ms|&v~®Ç¼bdf.¨n{|b
f.¬§y5vzqonxdvzemsr~qs|.³
°xt}b
mo|ây
rzyfLâ©¼fyd)vzy5v:|}fr  m 5fL}fLx:tâtny5fgvz®Æ­
qwt}fLL³ﬀDpdâeﬁr~mox?ev~t)mw¬ur~t}movzxmo|¹t)v-yd)vu¬nm  f
r#|}fL»8pdfLx
 fv~®&y5vzqo8x
vzemorzqo|¹t)b
rut  mo)fLt)qwr~ydy
}v¸{moer~t}frzmo¬zf.xm  fLrzq­
qWt)f.B³IﬀDpdr~y
yd}v8rz$bmo|
t)bdf.)f ®µv:}f+|moemwqsr~mox|}ydmo}mwt%t)vt)b
rutHvz® &w$)M´zf d fLy{t%t)b
rutQt}b
f+f.{y
r~x
|}movzxms|  m Rf.)f.x8tr~x  t}b
f+v:}mozmox
rzq

m  fLr~qa­
qWt)f.+mo|+xdvqwv:xdzfLÆvz®1t}bdfD®µvz)e

:³ G¨dpdt+$rut)bdf.&rydmofL.f.©ms|fDyv:qwnxdv:emorzq
®µpdxt}movzx-©bdms$b
mwt)|}f.qw®Drzydyd)v¸nmoeﬁrut)fL|®µp
x
t)mwv:x

:³ (Vvz®2t}b
fa2k% ¹0ef t}b
v  ³>ﬀDpdevzt}mo¬¸r~t}movzx²mo|t}v  f.¬:f.qovzy¶r
t)fL$bdx
mo»8pdft}b
r~tPmo|#|}mwemoqorz-t)v¶t)bdf· v:xupd:r~t}fz$r  mof.x8t-mox`t}bdf·|}f.x
|}f?t)b
rut#mwt#)f.qomofL|#|v:qwfLqw v:x
eﬁr~t})mWn¯Ä¬zfL t}v:¹y
}v  p
 t)|L³+tt}bdfZ|)r~eft)mwefz´©+fﬁ©¼v:pdq  qwmzft)bdf§mwt}f.$rut)mwv:x"yv:qwnxdv:egmsr~qÆv~®&t}bdf
ef.t}bdv  ´t)v-emoemot}bdff 5fBtv~®t)bdfﬁa)pdx
Lrut)f  k" Def t)bdv  ³'ﬀDpdâef t)bdv  |¹¨fLzmox
|¹©mWt)brzx
m  fBr~qb
mw:b{¯Myrz|)|­
qwt}fLD©bdms$bPms|DrZydmwfB fL©mo|}fr~y
yd}v¸{moeﬁrut}movzxt)v§t}b
f®µpdx
 t}movzx 4
.65 C
0
³¹a&bdmo|Dmox
t)pd)xms|r~y
yd}v¸{moeﬁrut}f  ¨nZrgy5vzqonxdvzemsr~qv~®Hrﬁ fLt$r~mox  f.z)f.f¹vzxt)bdfmwx8t)f.)¬¸rzqv~®Qt}bdffLmw:f.xn¬ur~qopdfL|
vz®

³
a&b
fﬁy
r~y5f.ms|v:}8r~xdmoÅ.f  r:|¹®µvzqoqwvu©2|L³Za&bdf§x
f nt|fBt)mwv:xy
}vu¬nm  fL|r#¨d)mof ®&vu¬zf.)¬nmwfL© v~®&)f.~¯
p
qorz}moÅLr~t}movzxPt)fL$bdxdms»8pdfL|L³gk{fLt)mwv:x\(  fB|}.}mo¨fB|¹vzpdr~y
yd}v8rz$bPp
|}moxd#yv:qwnxdydemsr~qQ­
qwt}fL)|L³gknfBt)mwv:x
h

ms|}.p
|}|}fL|gr?®µf.© .vzxn¬zfL}:f.x
.fﬁ}fB|pdqwt)|g)f.qsrut)f

t)v?t)bdf-ef.t}bdv

³¶knfBt)mwv:xU?}fLyv:t$|v:x¶rF®µfL©
xnpdefL}ms.rzqt)fL|t)|L³
ﬁ
mwx
rzqwqoz´dt}bdfy
rzyfLzmo¬zfB|+|}vzef v:x
 qop

moxd)f.eﬁr~{|¼moxFknfL t}movzx
	d³
 
Z¾

<£{¢*z£d¡
Â


¾
¡
Â
Ã% 

a%v:)r:|yﬁt)bdfâf RfL t&vz®)f.zp
qorz}moÅLr~t}movzxﬁmwt&ms|+bdf.qoy{®µpdq1t}vgp
|f
t)bdfk{mwxd:pdqsr~  rzqwp
f-DfL v:eyv8|mwt}movzx·vz®

´|}f.fz´f:³ ³w´ & (d´Qhd´	 )¼®µv:

f.t)rzmwqs|.³fxdvu©}f.t}pd)x"t}v
t)bdfzf.x
f.$r~q¼|}mwt}p
r~t}movzx ©bdfL}f

ms|gxdvzx{¯°|}8eef t)}ms~´y5v:|)|mo¨dqo"}fBt)rzxdzp
qorzv~®|}moÅ.f 
 ©mwt}b


=
³Ł1f.t
 ﬀﬂﬁﬃ! 
t)bdfknmwx
zpdqsr~: r~qopdfâfB vzey5v:|}mWt)mwv:x

k% D+v~®

´{©bdf.)f

r~x

ﬃ
r~)f
v:t)bdvzx
vz)erzq¨rz|}fL|r~x

ﬁ
mo|r

msr~:vzx
rzqRer~t})mW-©bdv:|}fâf.x8t})mwfB|r~)f¹t}bdf|}mwx
zpdqsr~&¬ur~qopdfL|&vz®

ﬁ>

msr~
.#"%$'&)(()(&*",+
0
&
©mwt}b
"%$1=-&)(()(&$=."/+= ;10
a&b
f¹)mozb8t¯Äb
r~x

¯Ä|}m

f

ms|f {y
rzx

f

mox-t)bdf

¯Ä¨
rz|}ms|+r:|
 
+
2
3*4
$,5
36/3
&
©mWt)b
5
3

6
 
3

&87
ZN
&()((&


0
a&b
f¹y|fLp

v~¯Ämox8¬:f.$|fâ|}vzqop{t}movzxv~®%t}bdf|}{|t)f.e Lr~xt}bdfLx#¨f©)mWt}t}fLxr:|+®µvzqoqwvu©2|)9


 


2
:);<%=
N
"
3
5
3>3

{³o
moxP©bdms$b

mo|t}bdfy|fLp

v~¯Ämox8¬:f.$|f¹v~®

³+D|2.rzxP¨f|}f.fLx1´{®µv:|eﬁrzqwq|}moxdzpdqsr~¬¸rzqwp
fL|2rzx8-xdvzms|}f
v:xgt}bdf2.vzeyv:xdf.x8t
5
3
©moqwqd¨5frzegy
qwmw­
f

¨n
N
Q?"
3
³a&bdms|H©moqwq5.r~p|f&xdv:mo|}fA@©bdmo$bms|Hyd)f

v:emwx
rzx8t
moxt}bdf|}eﬁr~qoq1 v:egy5vzx
f.x8t)|A@ﬁt}v¨5fr~eydqomW­f

t}vpdx
r:..f.y{t$r~¨dqofâqwfL¬zf.qs|L³
a&b
f¹m

fBrv~®%)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzxZegf.t}bdv

|2mo|&t)vmwx8t})v

p
.fD­qWt)f.®Ûr:t}v:)|
-
3
mwxt}b
f|v:qwp{t)mwv:x
+X
2
:);<%=
-
3
"
3
5
3>3
0

{³ù3
ô
©b
f.)f
-
3
ms|&p
|}p
r~qoqot}bdfâ¬ur~qopdfâv~®%r­
qwt}fL+®µpdx
t)mwv:x
-
rut
"
3
³Łf t
-
rzx   t©¼v®µpdx
 t}movzx
|  f.­
xdf 
v:xrzx-mox8t}fL}¬ur~q
;1&
©mwt}b
" $	

|}p
$b-t}b
r~t
-/.A;
0M
;/& -D. "
3
0B
-
3
&
 
.A;
0B
;/&
 
.65
0B
+

& 5\. ;1&80
Df ­xdf
-/.
ﬁ 0
r~x  
.
ﬁ 0
t)v¨5f2t}b
f  msr~:vzx
rzqdeﬁrut})ms fL|©mWt)b§f.x8t})mofL|
-/. "
3
0
r~x  
. "
3
0
}fB|y5fL t}mo¬zf.qoz³
a&b
fD­qWt)f.)f  |v:qwpdt}movzx#r~x  t}bdfâ­qWt)f.)f  }mozb8t}¯Mb
rzx  |}m  fr~)f
+' ﬃ
 
.
ﬁ 0
 

&

{³ (G
+X 
-D.
ﬁ 0*
 

0

{³ hV
v~t)fDt)b
rutt)bdf)fL|}m  pr~qms|&zmo¬zf.x¨n

C
 +  
 
Cﬁ-/.
ﬁ 0

  !
³
fvz¨
|}f.)¬zft}b
r~t¹t)bdf}fLzpdqsr~)moÅLrut)mwv:x  r~ey5f.x
|¹fBrz$b.vzey5vzxdfLx:tâv~®¼t}bdf|}vzqop{t}movzx¨8
-/. "
3
0
¨5f ®µv:}f  mw¬nm  moxdmwtÆ¨n
"
3
³QÄt+mo|tnydmoLr~qdmox§moqwqw¯Äyv8|f  y
}v:¨dqwfLeﬁ|Ht}v­
qWt)f.¼vzp{t¼|}eﬁr~qoq|}mwx
zpdqsr~H¬ur~qopdfB|.´
|}vgt}bdfâ®µp
x
t)mwv:x
-
mo|$b
v:|}f.x#|vgt}brut
-/."
3
0
;/&
®µvz2|}erzqwq
"
3
& -/. "
3
0ZN
&
®µv:qorz}:f
"
3
0
¦mwt}b}fLzpdqsr~)moÅLrut)mwv:x1´¸r~xnDx
vzms|f+ vzey5vzxdfLx8t%moxt}b
f

mo)fLt)mwv:x
6
3
mo|Qr~eydqomW­f

¨n
-/."
3
0
Q "
3
³Qa&b8p|.´
t)bdf&r~eydqomW­Lrut)mwv:xv~®dt)bdfÆxdv:mo|}fÆms|Q¨v:pdx

f

´umox®Ûrz tQmwtQms|%f.¬zfLxeﬁr

fÆt}vt}f.x

t}vDÅ.fL}v®µvz|eﬁr~qoq
"
3

|.³
Ç¼qofLrz}qoz´t}b
f)f.:pdqorz}moÅ.f

|v:qwpdt}movzxF©moqwq

m Rf.â|mozxdmw­Lr~x8t}qo®µ}v:e t)bdfgy
|fLp

vz¯Mmoxn¬zf.$|}f|v:qwp{t)mwv:xFmw®
t)bdf.)fr~)fâerzxnZ|eﬁrzqwq1|}mwx
zpdqsr~&¬ur~qopdfL||}mox
 f


C

+

2
:
;
<,=

N
Cﬁ-/."
3
0
"
3 
5
3ﬀ'3
0
7vu©¼fL¬zfLL´~mwt¼ms|moeyv:t$r~x8tt)vxdv~t)f2t)b
rut¼t}bdf2f.drzt+|v:qwp{t)mwv:x


eﬁr¸¨5fefBr~xdmoxdzqofL|)|Æ|}mox
 f2mwt¼eﬁr¸
mox
.qwp

f¬zf.)ﬁxdv:mo|}

r~t)rd³
 A ﬂﬁ
¢ 


¤:£{¡
¾
Ãﬃ! #"

a&b
f|}mweydqofL|tD)f.:pdqorz}moÅLr~t}movzxef t}b
v

|moeydqw#)f.ydqsrz.fL|2t}bdfg|v:qwp{¯
t)mwv:x

{³o+¨n

?

2
:); <
?
5
3
"
3
>
3

{³ù3
mox?©b
mo$b
E
mo|âr|fLqwfBt}f

y
rz)rzef t}fLL³a&bdms|¹mo|âr-}fLzpdqsr~)moÅ.f

|}vzqop{t)mwv:xF©bdf.)ft}bdf­
qwt}f.¹®µpdxt}movzx
-
?
mo|-zmo¬zfLx¦¨n

z³ (G ´©bdms$b«ms|ZydmofL.f.©ms f vzx|t$r~x8tZ®µpdxt}movzx`©mWt)bºr ¬urzqwpdfv~®ÅLf.)v·®µvz
5$
E
r~x

v:xdfPf.qs|fL©bdf.)fz³«2f.zp
qorz}moÅLr~t}movzxU¨
rz|}f

vzxUt}b
fk% D r~ydy
}v8rz$b1´¼}fB»:p
mw)fL|t}b
fknmoxdzpdqsr~
 rzqwp
ffB vzey5v:|}mWt)mwv:x-vz®%t)bdfeﬁrut)}mw

´5r~x

t)bdmo|2mo|.qwfBr~)qw§x
v~t2)fLr~qoms|t)moD®µvzqsr~)zfâeﬁrut)}ms fB|.³
xnpde¨fLvz®Ær~qwt}f.)x
r~t}mo¬zfef t)bdv

|br¸¬zf¨5f.f.x

f.¬:f.qovzy5f

@-t)bdf¨5fL|t nxdvu©x#vz®©bdmo$b´5a¼{$bdvzxdvu¬
)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx´:ms||p
egeﬁrz}moÅ.f

xdf.ntL³
ö
   ﬂﬁ
¿ ¤' Â

Â  Z¾ 
Û£d¢S z£{¡ Â
M
aÆ{$bdv:xdvu¬ﬁ)f.zp
qorz}moÅLr~t}movzx &oBn´z~´ ( )1}fLydqsrz fB|+t}bdf|}v~¯
qop{t)mwv:xvz®t)bdfvz)mw:mwxr~q|{|t}fLe ¨n§t}brutv~®Qt}bdfâ®µv:qwqovu©moxd ﬃ )f.zp
qorz}moÅ.f  |{|t}f.e



	

C

	 T
P
R
T 	

	 T
&
©b
mo$bmo|2vz¨{t$r~moxdf  ¨nZ|v:qw¬nmoxdgt}bdf|}{|t)f.e


 
 P
R
T


,
 

&
a&b
fâ|}vzqop{t)mwv:x-vz®%t)bdfr~¨5vu¬zfâ|{|t}fLe mo|2xdvu©º:mw¬:f.xZ¨n

K



 
>P
R
T


$

 
 
- K .
10U

 
 
K .
0 
&

{³ 	G
©b
f.)f
- K
mo|+t)bdfaÆ{$bdv:xdvu¬g­
qwt}f.2®µpdx
t)mwv:x

z³ hV ³
a&b
f¹rz¨vu¬:fDr~y
yd}v¸{moeﬁrut}movzxﬁms|&|fLq  vze  v:eydp{t}f  f.{r:t)qw¨n§r  mw)fL t+ef t)bdv  ³HÄt&mo|+mox
|t)fLr 
vz®ót}fLxFvz¨{t$r~moxdf  ¨nt}b
f v:xupd8rut}fz$r  mof.x8tDrzqw:vz)mWt)bde#³knmwx ft)bdfeﬁr~t})mW
  /
ms|D|}bdmw®ót}f  ´RmWt¹mo|
.vzeevzxZt}b
r~t+t)bdfâxnpde¨5f.&v~®Q|t)f.y
|&)fL»8pdmo}f  ¨nﬁt}b
fÇegf.t}bdv  t}vﬁ v:xn¬zf.)zfvzx-|}p
$b|{|t}f.eﬁ|
ms|&ev

f.$rut)fz³
 xdvzt)rz¨dqwf

$r¸©¨
r: vz®+a¼{$bdvzxdvu¬#)f.:pdqorz}moÅLr~t}movzxPms|¹t}b
r~tmWtât)f.x

|¹t)v#yd}v

p fﬁr#|v:qwp{t)mwv:x
t)b
rut2ms|&v~®ót)f.x#f d.fL|)|mo¬zfLqw§|}ev8vzt}b1³°x#moerzzfâyd)v{ fL|)|}mwxdt}b
mo|)fL|}pdqwt)|&mox#qwv8|}|+v~®H|}b
r~)ydxdfB|}|L³
)f.qsrut)f

egf.t}bdv

t}brutms|»:p
mWt)f§ vzeevzxmwxt)bdf§.r:|fgv~®&qwvu© xdvzms|f:´1ms||moeydqoPt}v#p
|}ft}bdf
Ç¼v:xupd8rut}fz$r

mof.x8tef t)bdv

®µvz&|v:qw¬nmoxd
  / `   !
r~x

|t)vzyt)bdfyd)v{ fB|}|Æyd}fLeﬁrut}p
)rzqw:´zmM³ f:³w´
©+f.qoq¨5f ®µvz)f v:x8¬:f.)zfLx
 fDv~®Qt}bdfrzydyd)v¸nmoeﬁrut)f¹|}vzqop{t}movzx\& (S)M³
  ﬂﬁ

¾
 
¿
 
¾
¡L¢*Û¤P¤z£
 
¾

¦bdfLx?t)bdfeﬁrut})mw

ms|â|neef t)}ms|fLegmw¯Äyv8|mwt}mo¬zf

f ­
x
mWt)fz´
t)bdf.x-t}b
f
"

|r~)f2t)bdfâf.mozf.xn¬ur~qopdfB|

v~®

r~x

t)bdfDqof ®ót2rzx

)mozb8t+|}mwx
zpdqsr~+¬zfBt}v:)|+r~)ffB»8p
r~q5t}v
t)bdffLmw:f.xn¬zfBt)vz$|v~®

´5mM³ fz³o´
>


6
 &
®µv:
bN
&0)00)&

H³°xFt}bdms|DLrz|}fz´t}bdff {yd)fL|)|movzx|

d³ (V2r~x


{³ hV&rz}f|t}moqwq1¬urzqwm

©mWt)b
ﬃ
}fLydqor: f

¨n§t)bdfeﬁrut)}mw-vz®QfLmw:f.xn¬zfBt}v:)|

r~x

ﬁ
)f.ydqsrz.f

¨8Zt}bdf

morzzvzxr~qReﬁrut})mw v~®f.mozfLx8¬urzqwpdfB|.³
 ﬁﬀ
Â

¿

Â
 Û£ﬂ  Û¡
¾
¢u 

Ç¼vzx
|}m

f.rﬁ|}negef.t})moâeﬁrut)}mw

rzx

rg­
qwt}fL®µpdx
 t}movzx
-
´
t)b
rut
ms||}pdmWt$r~¨dqofâ®µvz)f.:pdqsr~)mwÅLmwxdt}bdfv:}mozmox
rzqR|}{|t)f.e#³a&bdfL}f.®µvz)ft)bdfâ®µpdx
 t}movzx
-
|)rut)mo|­
fL|
 
.A;
0B
;/& -D.A5
0M
5
 
.65
0
0
v~t)fﬁt}b
r~tt}b
fﬁ®µpdx
 t}movzx
-
mo|

f ­xdf

v:xdqw?®µvz
5 = ;
|}mwx
.f§mwt©mwqoq¼r:tv:x |moxd:pdqorz¬ur~qopdfL|

vz
fLmw:f.xn¬ur~qopdfL|v~®¹|fLegmw¯Äyv8|mwt}mo¬zf

f ­
x
mWt)f|}negef.t})mo-eﬁrut})ms fL|³ fP.r~x²r~qs|v vzx|m

f.t}brutt}bdf
®µp
x
t)mwv:xUms|

f.­
xdf

¨n¶|}negef.t})·®µvz§x
f.:r~t}mo¬zf
5
¨n
-/.A5
0
-/.UC 5
0
´+mM³ fz³o´Æt)b
rut§mwt§mo|ﬁrzx²fL¬zfLx
®µp
x
t)mwv:x1³
a&b
f®µpdx
 t}movzx
-

f.y5f.x

|¹vzx

´vzx

´rzx

vzx nxdvu©qwf

zfv~®Ht}b
fyd)vz¨
qwfLe(¨5f.moxdev

f.qof

³
°x-t}b
f.vz)z´n®µ)vzet)bdf-nxdvu©qof

:fDvz®t}b
fD­qWt)f.&®µpdx
 t}movzx
-
´dvzx
fâLr~x-fLrz|}moqw§v:¨{t)rzmwxZt}bdf)f.:pdqsr~)mwÅLf

|}vzqop{t)mwv:xZ¬nmort}b
f¹)f.qsrut)mwv:x

d³ (V³a&bnp
|L´8t}bdf¹®µpdx
 t}movzx
 
nmwfLq

|

mw)fL t}qot}bdfâ)f.:pdqorz}moÅ.f

|v:qwpdt}movzx1´
y
}vu¬nm

f

vzx
fZ.rzx·fLrz|}moqw vzeydpdt}f§t)bdfZy
}v

p
 tv~®
 
.
10
t)mwefB|rP¬:fL t}vzB³`72vu©+f.¬zfLL´%®µvzqorz}:f
eﬁr~t})mo.fL|L´nt}bdfâ)f.zp
qorz}moÅ.f

|}vzqop{t}movzx
 
.
0 
eﬁr¸§¨f

mﬃ§ p
qWt2v:f {yfLx
|}mw¬:fDt)vﬁ vzeydpdt}fz³
 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
t
filt
er
 fu
nc
tio
n
Tychonov filter function φρ and Piecewise Polynomial Filter function φ 
[1,1]
 
Tychonov φρ − ρ = 0.1
PPF φ [1,1]  − a = 0.3
 
	Bû
Ðﬀﬂﬁ Ï
ﬃ! "$#&%'()*%
Ë
+#ﬀ
ﬁ

Í
%' 
ﬁﬂﬁ Ï
,ﬃ
Ç¼v:x
|}m

fLQt}bdf+t©+v¹f.dr~eydqofL|Qv~®t}bdf&­
qwt}fL®µpdx
 t}movzx
|H|}bdvu©xgmwx
ﬁ
mw:pd}f (
³w:³%a&bdf

r:|bdf

qomoxdf&mo|
t)bdfa¼{$bdvzxdvu¬â­qWt)f.©mwt}b
R

;10
N
r~x

t)bdf|}vzqom

qomwx
fmo|t}bdf&­
qwt}fLÆydmofL.f.©ms|fy5vzqonxdvzemsr~qn®µpdxt}movzx

f ­
xdf

¨8
-ﬀ-
$. $0/
.A5
0B21
C
T
34
55
P
5
36
5
T
®µv:
5 

;1&#&
N
®µv:
5 

%&#&

(d³o
©mwt}b


;10 7
³
a&b
fyd)vz¨dqof.eY©mWt)bât}bdfB|ft©¼v­qWt)f.1®µp
x
t)mwv:x
|.´¸ms|t)b
rut1t)bdf.

vxdv~tqofLr

t}vrzxâfLrz|}¹f.¬ur~qop
rut)mwv:x
vz®dt}b
f}fLzpdqsr~)mwÅLf

|}vzqop{t}movzxg¬nmor

d³ (V³Qa&bdfaÆ{$bdv:xdvu¬¹­
qWt)f.)f

|v:qwpdt}movzx
 
K
.
10 
.rzx¨5f v:egy
p{t}f

¬nmsrZrzxFf.mozfLx8¬urzqwpdf

fL.vzeyv8|mwt}movzx?v~®


vzâr~xk% DmoxFt)bdfqofLr:|t}¯Ä|)»8p
r~)fL|2Lrz|}f ´5¨
p{t¹mwtâmo|Dvzxdqo
rzydyd)v¸{mweﬁrut)f

mwx#yd$rz t}ms fz´np
|}moxd§r~xmWt)f.$rut)mw¬:fDef t)bdv

|p
$bPr:|+t}bdfÇ¼v:xupd:r~t}f ¹)r

mof.x8tL³
a&b
fgy
mwfB f.©ms|}fﬁyv:qwnxdv:egmsr~q­qWt)f.
-
-
$8. $0/
ms|f.¬:f.xegv:}f

mﬃ§ pdqwtt}vFrzydyd)v¸{mweﬁrut)fz³X72vu©+f.¬:f.B´
t)bdf§|}vzqop{t}movzxyd)vzy5v:|}f

mwxt}b
mo|yr~y5f.ms|:9(;=<?>@>BA;DCFEHG:<90IJ<KLM>BENI8O?IDPQE
RDIS>T;ULKV;GWEN<UﬂX!UY9(IDA[ZL\<
>;UYLKV;GMEN<U]EHK^RD;G:IWU_I8<`R9)a(RbDc<A?IRRDIKRId
Df ­xdf e+g
. $
t)bdf|}f t¹v~®y5vzqo8x
vzemorzqo|h?vz®

f.:}fLf iP|p$bPt}b
r~tjh
.A;
0 
;
r~x

e]gk
$.
T
t)bdf|}f t
vz®%y5vzqonxdvzemsr~qs|+hvz®

f.z)f.fli
P,N
|}p
$b-t}b
r~t!h
. ;
0B
hVm
. ;
0M
;
9
e]g
. $ npo 5 &(()(&25
gq
r~x

e+gk
$.
T
npo 5
T
&(()(&25
gk
$
q
a&b
fDr~qozv:}mwt}b
e|Æ¨dpdmoq

r|}fL»8pdfLx
 fDv~®1y5vzqo8x
vzemorzqo|
-
gmoxre]gk
$8.
T
r~x

r|}fL»8pdfLx
 fDv~®1y5vzqo8x
vzemorzqo|
 
gmoxJe]g
. $
|}p
$bZt)b
rut
 
g
. ;
0B
;1& -
g
.65
0B
5
 
g
.A5
0
&
s
rzx   v:egy
p{t}fr)f.:pdqorz}moÅ.f  rzydyd)v¸nmoeﬁrut)mwv:x

grzqwv:xd©mWt)bFr~x <?>F>VA; CFEHG <9(I XU9(IDAI  AE 9)aT<K 
|}m  f
 
gvz®%t)bdfâ®µvz)e#´

g

  g
.
0 
&
 
g

-
g
.
10 
0
a&b
fârzydyd)v¸{mweﬁrut)f¹|}vzqop{t)mwv:x

g¨5f.qovzx
:|+t}vt)bdfâ}nqovu¬§|p
¨
|yrz f
	
g
.

&
0B

g
.

&
0MA1
&(()(&

g

&

(d³ù3
©b
mwqof¹t}bdfrzydyd)v¸nmoeﬁrut)f­
qwt}fL}f  }mozb8t¯Äb
rzx  |}m  fmo|&moxt}bdfâ)nqwvu¬ﬁ|}pd¨
|}y
rz.f
 g
.

&
0B  	
g
.

&
0M

g
.

&

T
0BA
T

&)(((&

gk
$

0

(d³ (G
v~t)fZt)b
rutt}b
fF|y
r: f gFms|xdv~tt)bdfP|y
r: fv~®)fL|}m  p
r~qs|

C
 
gxdv:gt}bdfP|}y
rz.f-vz®}fB|m  p
rzqW¯
|r:|}|}v{ msrut}f  ©mwt}b²t}bdf­
qwt}fL}f  )mw:b:t}¯Mbr~x  |}m  f
-D.
102
´¼|}mwx f#xdf.mwt}b
f.

xdv:
-D.
102
¨5f.qovzxdt}v
 g
.

&
0
³
a&b
f§­
x
rzqÆ)fL»8pdmo}fLef.x8t®µvzt}bdf-yv:qwnxdv:emorzq
-
g#ms|t)b
rutgmWt|bdv:pdq  r~ydy
}v¸{moer~t}fgt}b
fXHm  fLr~q
­qWt)f.D®µpdx
t)mwv:x%J
-
´Rmwx?|}vzefg|fLx
|f:´5rzx   v:xn¬zf.)zfât)vZmwt®µv: i mox?|}vzef|}f.x
|}fz³ ﬁ v:2t}b
mo|D©¼f
|}moegy
qw

f ­
xdf
-
g rz|+t)bdfqofLrz|t¯°|)»:pr~)fL|+r~ydyd)v¸{mweﬁr~t}movzx§t)vgt}bdfâ®µpdxt}movzx
-
³Æa&bdfL}f.®µvz)fz´
-
g
.A5
0B
g
2
3*4
$

- &
3


3
.A5
0
&

(d³ hV
©b
f.)fﬁﬀ

3ﬃﬂ
ms|ârZ¨rz|}mo|Dv~®+yv:qwnxdv:egmsr~qs|t}b
r~t¹ms|¹vz}t}bdv:xdvz)eﬁr~q1®µv:|v:egf 
T
mwx
xdf.}¯My
}v

p
 tL³a&bdf

T
¯Ämwx
xdf.yd)v

p
t§©moqoq¨fF|}f.qofL t}f

fL|)|}f.x8t}msr~qoqw t}v"eﬁr zf-t}b
fF vzeydpdt)rut)mwv:x¶t))r:t$r~¨dqof#©mWt)bdvzp{t
)fL|}vz}t}moxd¹t}vxnpdefL}ms.rzqdmwx8t)f.z$rut)mwv:x1³%a&b
f2xdf nt¼|}fL t}movzx

fB|)mw¨5fL|Ht}bdf2vu¬:f.$r~qoqnyd}v{.f

pd)fmox

f t$r~moq<³
 A "!
 
¾PÂ$#
£

Â
¢¸¡
Â%Â

££d Û 
Â$#&%¼Â

¿

Â
 Û£ Û 

ﬁ
vz&t)bdf|}r zf¹v~®H qsr~)mWt:´n©¼f

fLqor¸
t)bdf

ms|) p
|)|movzx¦vz®ât}bdf?$b
vzms fFvz®¹t)bdf'
T
mwx
xdf.}¯My
}v

p
 tZpdx8t}moqqsrut)f.-mwxºknfBt)mwv:x,(d³ù{³|)|p
egf
t)bdf.)f ®µv:}f¼t}brutHt}b
f(
T
moxdxdf.}¯Äyd}v

pt®µvzt)bdf2r~¨5vu¬zf+qwfBrz|t¯°|}»8p
rz}fB|%rzydyd)v¸{mweﬁrut)mwv:xms|

f ­xdf

r~x

t)b
rut¹ vzeydpdt}moxdZ|}p
$b)
T
¯Ämoxdxdf.yd}v

pt)|v~®yv:qwnxdv:emorzqo|ms|2moxdf.ny5f.x|mo¬zfLqwrz..vzeydqomo|}bdf

³¼ÄtDmo|
b
f.qoy{®µpdqM´d®µvz2.vzeydp{t$rut)mwv:x
r~qydp
}y5v:|}fL|L´nt}vﬁp
|}fr~x#vz}t}b
vzxdv:}eﬁr~qR¨
r:|ms|&v~®Qyv:qwnxdv:emorzqo|r:|}|}v{ msrut}f

©mwt}b?t}bdms|¹mwx
xdf.âyd)v

p
tB³a&bdms|ms|Dt}$r

mwt}movzx
rzqwqo

vzx
f©mwt}b?t}bdfg©¼fLqwqw¯88x
vu©xk8t}moffB|¹yd}v{.f

pd)fz´
©b
mo$bFpdt}moqwmoÅ.fB|DrI(u¯Mt}f.)e0}fB pd))f.x
.f& *)M³k8t)rzt)mwx
§©mWt)br- f.}t)rzmwx?yv:qwnxdv:egmsr~q+*
=
t)bdf|fB»:p
f.x
.f
ms|&¨dpdmoqwtDrz|¼®µvzqoqovu©2|.³
, -/.101243654798;:4<=><
ﬃ1¡
¾
 ?
¾
 
@BA

=
n ;1&
C>A D
$

	
*
=
	EGF
&
HIA
 $*.65
0B
$
JBK
*
=
.A5
0
&
L
A MONQP
7
SR
&0)00&
UT
N
VWA X
3

5Y
3
&
3

&
ZWA
*
3
.65
0	
5Y
3
.A5
0
C
X
3

3
.65
0
C
D
3

3

$
.65
0
&
[
A D
3
k
$

	
*
3
	E\F
&
]IA

3
k
$
.A5
0B
$
J
;^
K
*
3
.A5
0
0
_WA `ba4c
T
N
õ
v~t)f-t)b
rutﬁ®µv:§ v:x8¬:f.xdmof.x f-t}bdf#­
$|ty5vzqonxdvzemsr~qmoxUt}bdfP|}fL»8pdf.x f#mo|
 $

©mwt}b

=
n ;

mox
|t}fBr  v~®2¨5f.moxd

=

©mWt)b


$rn;
rz|mo|g v:eegv:x·yd$rzt)mo.fz³Fa&bdf-yv:qwnxdv:emorzqo||)rut)mo|®µt}bdf
t)bd)f.f ¯Mt}fL}e }fB pd)}fLx
 f

3
k
$3.65
0B
N
D
3
k
$
.65b
3
.65
0
C
X
3

3
.A5
0
C
D
3

3

$3.65
0 0
7
ZN
&00)0&


(d³ù3
a&b
f$bdv:mo.fv~® *
=
©moqoq  fLyfLx  v:xPt}bdfg|yrz f®µvz©b
mo$bF©+frz}f¨
pdmwq  moxd-r§¨
rz|}mo|L³ 72fL}ft}bdf
­qWt)f.®µpdxt}movzx|
-
g r~)f¹moxt}bdf|}y
r: fle gk
$8.
T
|}vt}b
r~t *
=
.A5
0	
5
T
0
a&b
fr~¨5vu¬zf¹yd}v{.f  pd)fâ}fB»8pdmw)fL|
v:xdqot)v¨5fPr~¨dqof§t)v.vzeydp{t)f

mwx
xdf.yd)v  p
t$|gv~®2y5vzqo8x
vzemorzqo|L´

3t}bdfyd)v  p
t
5
 h¶®µvz
rFzmo¬zf.x"y5vzqonxdvzemsr~qﬀh²r~x 

(Gâqomwx
fLr~g v:e¨dmox
rut)mwv:x
|vz®&y5vzqonxdvzemsr~qs|.³Pa&bdf  f t$r~moqo|vzx·bdvu© t}v
y5f.}®µvz)ejt)bdfL|}fâvzy5f.$rut}movzx|&©mwqoq¨f  mo|) p
|)|}f  mwxFknfBt}movzx| (d³ùrzx  knfL t}movzx`(d³ 	d³
   ﬂﬁ
 ¾S%ÆÂ  ¿

Â  <£¡ Â   Â  
¡ Â

  % £d¤ ¾ Û  Â  Â ¢ % D< 

Łf t

¨f#t)bdfPeﬁru{mwepde
 mwef.x|movzxPvz®Qt)bdf|}pd¨
|}y
rz.fL|
	
g r~x
  g ®µv: i
=
N
³+ |t)}v:xd}fLqor~t}movzx
|}bdmoyP.r~xP¨5ffB|t$r~¨dqomo|}bdf 
¨5f t©+f.fLxt}bdfâ­
qwt}fL}f  |y
r: f  g r~x
 t)bdfy5vu8x
vzemorzq1|yrz f e gk
$.
T
´d©bdms$b#©mwqoq1¨5f»8pdmWt)fbdf.qoy{®µpdqM³
a&b
mo|&)f.qsrut)mwv:x
|b
mwymo|+t)bdfeﬁr~ydy
mwxd
-
g

e]gk
$.
T

-
g
.
102

 g
.

&
0

(d³ 	G
¦b
f.x\i




H´{t)bdms|eﬁr~ydydmoxdms|r¨
m fBt}movzx³
¦brutms|2mox8t}f.)fL|t}moxdZrz¨v:p{t2t)bdmo|eﬁr~ydydmoxd§ms|t)b
rut¹mWt¹r~qoqwvu©2|p|t}vZyd}vu¬nm

fât}b
f â)8qovu¬Z|}pd¨{¯
|}y
r: f( g
.

&
0
©mWt)br

v~t&yd)v

p
tB´8©b
mo$b-mo|&.rzxdvzx
moLr~qoqw

fL}mo¬zf

®µ}v:e t}bdf¹yv:qwnxdv:emorzqR|}y
r: fz³
D|rg}fB|pdqwtv~®%t}bdms|©+f¹v:¨{t)rzmwx#r~xms|v:egv:}y
bdmo|}ej¨5f t©+f.f.x-t}b
fât©¼vﬁ|}y
rz.fL|+©bdms$brzqwqovu©2|+p
|.´{©mwt}b
®µfL© f d.f.y{t)mwv:x
|.´t}vp{t}moqwmoÅ.fev:|tgvz®2t}b
f©+f.qoqw¯#nxdvu©x²ÇD¯Mtnyf#r~qozv:}mwt}bdeﬁ|®µvzﬁ v:eydp{t}moxdt}bdf
rzydyd)v¸{mweﬁrut)f¹|}vzqop{t)mwv:x

g
³
f

f.­
xdfât}b
f ﬃùŁrzx
 ÅLv:|

|fB»8pdf.x
.f
>
3
©mwt}b#)fL|}yfBt&t}vgt}b
mo|moxdxdfL2yd)v

p
t¨n
>3


3
.
102
¦mwt}b¶t}bdms|mo|}vzevz)ydbdms|}e´Hr?x8p
e¨5f.gv~®|t)r~x

r~

vzy5f.$rut)mwv:x
|mox·t}b
fZ­
qwt}fL}f

|}y
rz.f§b
r¸¬zf§t}bdfLmw
moeef

msrut)fr~x
rzqwv:zpdfB|Æmoxt}bdfy5vzqonxdvzemsr~q1|}y
rz.fz³
ﬁ
moqWt)f.)f

|}y
rz.f v:qwnxdv:egmsr~q|}y
rz.f



mWt)mwv:x#v~®¬zfL t}v:)| 


mWt)mwv:x-vz®Qy5vzqonxdvzemsr~qs|
kd.r~qomoxdv~®¬zfL t}v:)| |).rzqwmoxdgv~®yv:qwnxdv:emorzqo|
°x
xdf.2y
}v

p
 t)| moxdxdfLyd)v

p
t$|
Ł%r~x
.Å.v8|+qw:vz)mWt)bde knt}mof.q fL|yd)v{ f

pd)f
(~¯<t)f.)e )fL p
})f.x
.f (~¯<t)f.)ej}fB pd))f.x
.f
>3

Łr~x Å.v8|

¨
r:|ms|&¬zfBt)vz v:t)bdvz:vzx
rzqy5vzqonxdvzemsr~q

3
ﬁ
moqWt)f.)f

|}fL»8pdf.x f
 
g y5vzqonxdvzemsr~q|}fL»8pdf.x f
-
g
°x#y
rzt)mo.pdqsr~B´:t)bdf¬zfBt)vz$|
>3
¬zfL}mw®µt}b
f (u¯Mt}f.)e )fL.pd})f.x f
>
3
k
$

N
D
3
k
$
.

>
3
C
X
3
>
3
C
D
3
>
3

$
0
&17X=
N
&
>
$

N
D
$

T

&
>
=

;10

(d³  
©b
mo$b-mo|&|}mweydqot}bdfâŁrzx
 ÅLv:|¼yd)vn.f

p
}f:´:©mwt}b-t}bdf¹p
|}p
r~q@ﬂp qom

fBr~x-mwxdx
f.}¯Myd)v

p
 t¼)f.ydqsrz.f

¨n
t)bdfmoxdxdf.}¯Äyd}v

pt

f ­xdf

®µ}v:e t)bdfyv:qwnxdv:emorzqR|}y
r: fz³
ð
  ﬂﬁ
 ¾ £ 5Â ¢SÛ¡)

f.rzx#xdvu©º©)mWt)f  mo}fBt}qo§t)bdfWi8¯Mt}bP|}vzqop{t}movzx#¬:fLt)vz

g mwxt}fL}eﬁ|
vz®Qrﬁ|}fL»8pdfLx
 fâv~®Q¬zfBt}v:)|+t)b
rutrz}f¹)f.qsrut}f  t)vt}bdf|}fL»8pdfLx
 fâvz®Qv:t)bdvz:vzx
rzqy5vzqonxdvzemsr~qs|.³HY­
$|t
v:¨
|}f.)¬¸r~t}movzx1´np
|}moxd

(d³ hV¼ms|&t}brut
-
g
.65
0M
g
2
3*4
$

- & 
3


3
.65
0
   g
.A5
0B
g
2
3*4
$

- & 
3


3
.65
0
5
Łf t 
3
G
- & 
3

r~x 
3
.A5
0I

3
.A5
0
Q*5
³«a&bdfP|fB»:p
f.x
.fvz®D¬:fLt)vz$|
3


3
.
0 
mo|moxUt}bdf
|}vzqop{t)mwv:x|}y
rz.f
	
g
.

&
$0
³ ﬁ )vze t}bdms|&®µvzqoqovu©2|+t}bdf¹®µvz)eﬁr~qf.nyr~x
|}mwv:x

g

g
2
3*4
$
 
3

3
0

(d³ G
+fB.r~p|fv~®t)bdft)bdf©+r¸t)bdfgrzqw:vz)mWt)bde0mo|â|t)rzt)f  ´Rt)bdfg|}fL»8pdfLx
 fgv~®¼¬zfL t}v:)|
3
mo|¹fBrz|}mwqoF v:e¯
y
p{t)rz¨dqwf:³H°x  fLf  ´

$

N
D
$

&

=

; 0
a&b
f.)fLru®ót)f.B´dmwtDms||}p ﬃ§ mof.x8tt)v

mo¬8m

ft)bdf)fL.pd)}fLx
 fâ)f.qsrut}movzx

(d³ù3&¨n
5
t}v§v:¨{t)rzmwxPmoeegf

msrut}qo
t)bdfâ®µvzqoqovu©mwxdg)fL p
})f.x
.f®µv:&t}bdf|}fL»8pdfLx
 fâvz®Q¬:fLt)vz$|
3
9

3
k
$

N
D
3
k
$
.
>
3
C
X
3

3
C
D
3

3

$
0
17X=
N
0

(d³ 	G
a&b
fârzqw:vz)mWt)bde ms|&xdvu©ºfBrz|}ﬁt}v

fB|}.}mo¨5fz³
, -/.101243654798;:4<
4<
ﬀ ﬀ
ﬂ ¥
Z¾

Û£d¢S z£{¡
Â


¿
ﬀ

¾
¤
¾:Á
< 
¾
ﬀ
Â

¿

Â
 Û£  ﬂ  Û¡
¾
¢
WA

%

%¡z¥
-
Nﬁﬀ>aONﬂ
ﬃ
1NQa

;1&
@BA D
$

5
T
& 5
T

K
6
C>A
 $*.65
0B
$
J
K
5
T
HIA
 
$

- & $

L
A
>
$

$
JﬃK

T

>
=

;
VWA

$

$
J
K
 

=

;
ZWA

$

 
$

$
@
$

 
$
>
$
[
A
ﬂ
Â
¢
i
 N
&0)00
"
Â
¥
]IA !bNﬂ
#"%$&15b
g
.A5
0
_WA X
g

5Y
g
& 
g

@/A
*
g
.A5
0M
5Y
g
.A5
0
C
X
g

g
.A5
0
C
D
g

g

$
.65
0
@B@ A '
g
 
>
g
C
X
g
>
g
C
D
g
>
g

$
@ C A D
gk
$
 
*
g
&
*
g

K
6
@ H>A

gk
$
.A5
0M
$
J(
^
K
*
g
.65
0
@
L
A
>
gk
$

$
J)(
^
K
'
g
@QV/A
 Tgk
$


gk
$ & -

ïò
@QZ/A
 gk
$

$
J)(
^
K
.
>
g
C
X
g g
C
D
g g

$
0
@
[
A

gk
$
,
g
P
  gk
$
 gk
$
@ ]>A  
Ã " Â
v~t)fﬁt}b
r~tmwtms|y5v:|)|mo¨dqofﬁt}v vzeydpdt}fﬁt)bdf-|}fL»8pdfLx
 f§vz®}fLqor~t}f  rzydyd)v¸nmoeﬁrut)mwv:x
|

g t}v?t}bdf
­qWt)f.)f  }mozb8t¯Äb
rzx  |}m  fz´{¨nZr d moxdgt}bdfqomwx
f

gk
$
,
g
P
  gk
$
>
gk
$
moeef  msrut)qwru®ót}fLŁ1moxdfP¸{³ﬁ2f ntB´%©+fﬁ|bdf  |v:egfqomw:b8tâv:xt}bdf§$bdv:mo.fv~®Æt)bdf­
qwt}fL®µpdx
 t}movzx
-
p
yv:x©b
mo$b-t}bdf©b
vzqof¹y
}v{ f  pd)fâmo|&¨
r:|f  ³
 D
¾

¾ ¢u£â%¢*<Ã 5¾ # 


¤~¡ Â

 

°x  f.­
xdmoxd#t}bdfﬁm  fBr~q­
qwt}fLyv:qwnxdv:emorzq
-D.A5
0
´©+fgmox{¯
¬:v :f  r¹ydmofL.f.©ms|fy5vzqonxdvzemsr~q{©bdms$bgb
rz|¬ur~qopdfv:xdf+®µvz
5
mwxgt}b
fmwx8t}fL}¬urzq 
%&
r~x  ©b
mo$bgevu¬zfL|
|}evnv~t}b
qw-®µ}v:e(ﬁt}v?rz|
5
evu¬:fL|&®µ)vze0ﬁt)v

³a&bdf­)|ty
rztvz®Ht}bdms|DyfB mof.©ms|f®µp
x
t)mwv:x?.rzx
¨5fP¬nmwfL©¼f  r:|ﬁr H¨d)m  zfJ-©bdms$bv:mwx|ﬁ vzx8t)mwxdv:p
|}qw"t)bdfF v:x
|t$r~x8t®µpdx
 t}movzx Å.fL}v®µvz
5  ;
t}v
t)bdfﬁ v:x
|t$r~x8t¹®µpdx
t)mwv:xv:xdf®µvz
58= 
³!fgmoeyv8|fﬁ|}ev8vzt}bdx
fL|)|¹.vzx  mWt)mwv:x
|¹vzxFt)bdms|¹®µpdx
t)mwv:x @
®µv:2f drzegy
qwf¨n}fB»8pdmw)moxdgt}b
r~t¹rﬁeﬁru{moepde xnpde¨5f.Dv~®  f.)mo¬¸r~t}mo¬zfB|2rutÅLf.)v§r~x 

¨5ffL»8p
rzqt}v
ÅLf.)v
³~a&bdfD|moeydqwfB|tvz®Rt}bdfB|f®µp
x
t)mwv:x
|Hms|Ht}b
f­
qwt}f.®µpdx
t)mwv:x
-
-
$. $0/
 f.­
xdf  ¨n

(d³o ³%Ät¼b
rz|H¬urzqwpdf
ÅLf.)vrutÆÅLf.)v
´8r~x

v:xdf2rut

rzx

mwt)|

f.)mw¬ur~t}mo¬zfL|ÆrutÆÅLf.)vr~x


r~)f2ÅLf.)v
³%a&b
mo|Æ®µpdx
 t}movzxZrzx

evz)f
:f.xdfL)rzq%v:xdfL|âqomzfmWtB´.rzx¨5fﬁ|{|t}fLer~t}ms.rzqwqoPzfLxdf.$rut)f

¨nFp|moxd 72fL}emwt}fmwx8t)f.)yv:qor~t}movzx1³gÄtmo|
p|f.®µpdqt}v

f.­
xdf¨d)m

zf¹®µpdx
 t}movzx
|2v~®Qrz}¨
mWt))rz}

fLz)f.f¹v~®H|evnv~t)bdxdfB|}|L³
°x#v:

fL+t}vzfLxdf.$r~qomwÅLft)bdfâ®µpdx
 t}movzx#mox

(d³o ´{©¼fLr~x}fB»:p
mw)ft)bdfâ®µvzqoqovu©mwxdﬁ.vzx

mwt}movzx|
-/. ;
0 
; -/. 
0  N
-



. ;
0 
;
®µv: 
 N
&)000&

-



. 
0 
;
®µvz 
ZN
&00)0&
h
a&b
f.)f2r~)f 
P
h
PR
.vzx

mWt)mwv:x
|r~qwt}v:zf.t}bdfLr~x

t}b
f.)f ®µvz)f2râpdxdms»8pdfy5vzqo8x
vzemorzq
-
- 
. /
v~®

f.:}fLf

P
h
PN
Lr~xP¨5f®µvzp
x

©bdms$b?|)rut}ms|­
fL|2t}bdfLe³¹knp
$b?rﬁy5vzqonxdvzemsr~qQ.r~xP¨5ffBrz|}mwqo

f t)f.)egmoxdf

¨nﬁt)bdfp
|}p
r~qR­xdmWt)f

m 5fL}fLx
 fât$r~¨dqofL|&moxt}bdf 7f.)egmwt}f|}f.x
|}fz³
a&b
f.)f-r~)fZmox8t}fL}fB|t)mwxd»8pdfL|t}movzx
|)f.qsrut}f

t}vt}b
f»8p
rzqwmwt"v~®2t)bdfZ­qWt)f.g®µpdx
 t}movzx
|gvz¨dt)r~moxdf

r:|DrZ®µpdx
 t}movzxv~®t)bdft©¼v¬ur~qopdfL|  r~x

h³a%vZ­x

r qov:|}f

®µvz)e ®µv:¹t}bdfy5vzqo8x
vzemorzqo|
-
- 
. /
mwtms|p
|}f ®µpdqHt)vP$b
r~xd:f¬¸rz}msr~¨
qwfB|Dmox"vz

f.¹t)vPf {ydqovzmwt|}neegf.t})z³ ft}$r~x
|}qsrut}ffL¬zf.)8t}bdmoxd-®µvz
t)bdfZ¬urz}msr~¨dqof§mox·t}b
f-mox8t}f.)¬ur~q	
C
N
&
N

´Hr~x

|bdmw®ót

vu©x"t}bdf-®µpdx
 t}movzx ¨n 	z{³?a&b
f.x·t)bdf-rz¨vu¬:f
.vzx

mWt)mwv:x
|&¨fB v:egf


.UC
N0 
C
N
Q
R


.
P NS0  N
Q
R





. C
N0 
;
®µv: 
ZN
&0)00&






.
P NS0 
;
®µvz 
ZN
&)000&
h
a&b
f

f.)mw¬urut)mw¬:f¹®µpdx
t)mwv:x


m1mo|2|}vzp
zb8t+moxt}bdfâ®µv:}e


m
.A5
0M
.
N
C\5
0

.
N	P
5
0

Ät2ms|&fLr:|moqoZ|fLf.x-t}b
r~tt}bdfâ®µp
x
t)mwv:x

f ­
xdf

¨8


.65
0M
C
N
R
P


$
.
N
C
'
0

.
N	P
'
0

'

$

$
.
N
C
'
0

.
N	P
'
0


'

(d³oLV
ïï
|)rut)mo|­
fB|+rzqwq1t}bdf)fL»8pdmo}f  .vzx  mwt}movzx||t$rut}f  r~¨5vu¬zfz³a&bdf  fL}mo¬urut)mw¬:fDvz®


mo|


m
.A5
0M
.
N
C\5
0

.
N	P
5
0

©b
f.)ft}bdf vzx|t$r~x8t

ms|2t)bdfmox8t}f.:)rzq1mox#t}bdf  f.xdv:emwx
r~t}v:2v~®

(d³oLG ³a&bdf|}fL.vzx P fL}mo¬urut)mw¬:fmo|
:mw¬:f.x-¨8


m m
.65
0	 
_

.
N
C\5
0

.
N:P
5
0


$
C
h
.
N
C\5
0


$
.
N	P
5
0

d
 
.
N
C\5
0


$
.
N	P
5
0


$
 
.
N
C\5
0
C
h
.
N	P
5
0

k{vt)bdf.)fâmo|r~xmwx"#f {mwv:x-y5vzmox8trut
5


C
h

P
h
0
a%$r~x
|}qor~t}moxdt}bdms|mox:t)vgt}bdfv:}mozmox
r~qRmox8t}f.)¬ur~q
;1& 
:mw¬:fL|L´
5  +



R

N	P

C
h

P
h


 


P
h


N	P
h
Q

+t¹t}b
fg)mozb8tDvz®Æt}b
fmox"#
f.nmovzxyv:mwx8tB´Rt}bdfg­
qwt}fLD®µp
x
t)mwv:xmox
 )fLr:|fB|$r~y
m

qot}vu©&r~

vzx
fz³a%v-mwt)|
qof ®ótmwt

fL.}fBrz|}fL|2$r~y
m

qo#t}vu©&r~

ÅLf.)v
³a&bdms|â.r~x¨ff.ny
qwv:mWt)f

mox

fL.m

moxdv~®&rZÅLf.)v~¯Ävzp{tÅLvzxdf
©b
f.)f§xdvzms|}f

r:|©+f.qoq¼rz||v:qwpdt}movzx  v:eyv:xdf.x8t)|âep
|t¨f-f.qomwemox
rut)f

rzx

rPz)f."r~)fLr
´%©b
f.)f
x
vzms|fâms|&pdxdmoegy5vz}t)rzx8tr~x

xdf.f

xdv~t¨5ff.qomwemox
rut)f

 v:egy
qwf.t}f.qoz³
°x#©b
r~t®µvzqoqwvu©2|L´{©+fâ|}bdvu©|v:ef¹f.dr~eydqofL|&v~®¨d)m

zf¹®µpdx
 t}movzx
|&®µv:t}b
f.rz|}fL|&©b
f.x


h³
¦b
f.x


h
 N
©¼f¹­
x

t)b
rut


.A5
0M
7


5DC
55
7

7 5

C
55

©b
mo$b1´nru®ót)f.&|b
mW®ót)mwxd¨
rz gpdy-¨8	zr~x

t}$r~x
|}qsrut}movzx¨
r: gt}vt)bdfDmox8t}fL}¬ur~q 
;/&*
8mof.q

|t}bdf(~


f.z)f.f¹¨d)m

zf¹®µpdx
 t}movzx
-
-
$. $(/
.65
0B
N
R
P
7


R
5

C
N

C
N


R
5

C
N

5
2®ót}fLgrF®µf.© |}mweydqomw­.r~t}movzx
|L´t}bdms|8mof.q

|t}bdf#|)r~ef§®µpdxt}movzx
7 .A52Q?
0
T
C
R
.A52Q?
0
5
p
|f

mox

(
³wS³
k{mwemoqorz}qoz´n®µv: 

h
 R
´{©+fâzf t


.65
0M

5/C
R
5
5
7
P
5	




N


N
:vzmoxdg¨
rz Zrz:rzmwxZt}vt}b
fvz)mw:mwx
rzq¬urz}msr~¨dqofL|rzx

}fB|bdmw®ót}moxdnmwqof

|.´
-ﬀ-
T
.
T
/
.65
0M
N
R
P
N


N

R
5

C
N

C




R
5

C
N

5
P
7
N

R
5

C
N


ï
a&b
f¹qsrz|t2¨d)m  zfD®µpdx
t)mwv:xP©¼f|}bdvu©«ms|&t}b
fvzxdfâvz¨dt)r~moxdf  ®µv: 

h

7
9
- -
5
.
5
/
.A5
0M
N
R
P
7


7
R

R
5

C
N

C
7


7
R

R
5

C
N

5
P
R"N
7
R

R
5

C
N


C


7
R

R
5

C
N
 
a&b
fDt)bd)f.f¨d)m  zf¹®µpdx
 t}movzx
|
-
-
$8. $0/
´
-
-
5
. $0/
r~x 
-
-
$8.
5
/
r~)fâmwqoqop
|t))r~t}f  mox ﬁ mozp
}f8(d³ù{³
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
x
y
Piecewise Polynomial Filters PPF (a = 0.6)
filter φ [1,1]
filter φ [3,1]
filter φ [1,3]
 zû! 
Ï
ﬃN(,ﬃ0%_"
ﬂﬁ Ï
ﬃ	
Ì

Ï
%'
Ë
  
  
  
 ﬀ XD
¾
¢
%
¢
Â
Ã
Q¤~¡

f?.vzx
|}m

f.Zt}bdf|mwt}p
r~t}movzx

fB|}.}mo¨5f

rz¨vu¬:fP©bdf.x¦t)bdf?v:}mozmox
rzq
­qWt)f.2®µp
x
t)mwv:x
-
t)v§¨5fr~ydy
}v¸{moer~t}f

ms|rﬁy
mwfB f.©ms|}fyv:qwnxdv:emorzq®µpdx
 t}movzxPmox?r~x#mox:t)f.)¬ur~q 
;1&
.vzx8t)rzmwx
mwxd  
+ &

$ 
³a&bdfâmwx8t}fL}¬urzq
;/&
mo||}pd¨

mw¬nm

f

mox8t}vﬁ |p
¨{¯Mmox8t}fL}¬ur~qs|&|p$bZt)b
rut

;/&

ﬁ
ﬂ

4
$




$ &*


©mwt}b

=

;1& 
ﬁ

ﬃ

$
v~t)ft)b
rutB´mw®¼t)bdfeﬁrut})mw?mo|âx
v~t|moxd:pdqorzL´Rt)bdfﬁqof ®ót}ev8|t¨5vzpdx

vz®¼Å.fL}v#.rzx¨5f§$b
rzxdzf

t}vPrzx
rz}¨
mWt))rz}y5v:|}mWt)mw¬:f¹xnpde¨fL2¨dp{tt)bdms|mo|&x
v~t v:x
|}m

fL}f

bdfL}f:³}fBrz|}vzx
rz¨dqof¬ur~qopdf¹®µvz

´dr~x

rzx
moxdf.ny5f.x|mo¬zfvzx
ft}vP v:egy
p{t}f:´QLr~x¨fﬁv:¨{t)rzmwxdf

¨8?p
|moxd ¹fL)|}bdzv:}mox

|Dt}bdfLvz)f.e#³ﬁ°xt}bdf§Lrz|}f

 R
´{©+f

f.xdvzt}f¨n

t}bdf)mw:b8t+¨5vzpdx


$
vz®%t)bdfâ­
$|tmox:t)f.)¬ur~qM³
a&b
fknt}mof.q fL|&yd)v{ f

pd}fârz|+©+f.qoq1rz|¼t}b
fqwfBrz|t¯°|}»8p
rz}fB|yd)v{ f

pd}f:´n}fB»:p
mw)fL|¼t}b
fâ.vzeydp{t$rut)mwv:x
vz®mwxdx
f.Æy
}v

p
 t)|®µvz¼Lr~qs pdqsrut)mwx
ât}bdf|).rzqorz)|
X
3
r~x

D
3
k
$
´8rzx

f {y
rzx
|}mwv:x.vnf ﬃ§ mof.x8t)|  
3
³Ha&bdf
moxdxdfLyd}v

pt

f ­
x
f

®µv:ﬁ vzeydpdt}moxd?t)bdf#qwfBrz|t¯°|}»8p
rz}fB|y5vzqo8x
vzemorzq&mo||}f.qofLt)f

t}v"r~qoqwvu© rzx
fBrz|}Lr~qs pdqsrut)mwv:xvz®&t}bdfB|fZ|).rzqorz)|L³ZÄtmo|¨
rz|}f

vzx rzx·r~ydyd)v:r:$bp|f

mwx & 	d´¼LS)¼®µvz|}vzqo¬nmwx
#r
|}moegmoqsr~¹yd}v:¨dqof.e±)f.qsrut}f

t}vmox

f ­xdmWt)fqwmoxdfLrz¹|}{|t)f.eﬁ|¹v~®ÆfB»8p
rut)mwv:x
|.³a&bdfm

fLrZv~®Æp|moxd#r-|t}fLy
®µp
x
t)mwv:x

72fLr¸¬nms|m

f®µpdx
t)mwv:xL¹rz|âr~xm

fLr~qQ­
qwt}fLr~x

t}bdfLxr~y
yd}v¸{moeﬁrut}fmWt¨n#yv:qwnxdv:emorzqo|¹mox
t)bdf2qofLr:|t}¯Ä|)»8p
r~)fL|H|}f.x
|}f2©&rz|rzqo|}vp
|}f

mox§r¬zfL}

m 5fL}fLx:t+ vzx8t)f ntÆmox-Ç¼bdf.ems|t)}:´8|}f.f2f:³ ³w´L& 
´nS)M´
rzx

}f.®µf.)f.x
.fL|+t}b
f.)f.mox1³
ï
e
a&b
f?moxdxdf.-yd)v  p
tp{t}moqwmoÅ.fB|§t)bdf|)r~ef|pd¨  mo¬nmo|}mwv:x¦v~®t)bdf?mox8t}f.)¬ur~q 
;/&
rz|Zt}brut-vz®t}bdf
y
mwfB f.©ms|}fgy5vzqonxdvzemsr~qH®µp
x
t)mwv:x1³ﬀDx"fLr:$b|}pd¨dmox8t}f.)¬ur~q 



$ &*


vz®¼t)bdf§|p
¨  mo¬nmo|}movzx"©¼f  f ­
xdf
t)bdfmoxdxdf.}¯Äyd}v  pt
 
$'&
 
T

3
K
.
3
¨8
 
$ &
 
T

3
K
.
3
	
3
3
K
 
$ .65
0
 
T
.A5
0

.65/C


$
0
.

C 5
0

5 0
a&b
f.x·t)bdfZmoxdxdfLyd)v  p
tvzx·t)bdfZmox8t}f.)¬ur~q	
;/&
ms|  f.­
xdf  rz|t)bdfZ©+f.mozb8t)f  |}pde v~®&t}bdf-mwx
xdf.
y
}v  p
 t)|&v:xZt)bdf|eﬁrzqwqof.mox8t}f.)¬ur~qs|9
 
$ &
 
T
B
ﬁ
2

4
$
R

 
$ &
 
T

3
K
.
3

(d³ozS
ﬁ vz&t)bdfy
r~}t}ms p
qorz&Lrz|}fâ©bdf.x
 R
t)bdmo|Lr~x#¨5f}fB|}Lr~qof  r:|9
 
$ &
 
T
M 
3
=
 
$ .A5
0 
T
.A5
0

5.  C\5
0

5
P
R

3
 
$ .65
0 
T
.65
0

.65/C 
0
. 'C 5
0

5 0

(d³oBG
°xF& 	S)%r¨
r:|ms|&v~®Ç¼bdf.¨n{|}bdf.¬§y5vzqonxdvzemsr~qs|&vzx#fLr:$b-vz®%t)bdfât©+vgmox8t}fL}¬ur~qs|&©&rz|+p
|}f  ´dmox#vz  f.
t)vr¸¬:vzm

x8p
egfL}ms.rzq
mox8t}f.:)r~t}movzx1³Ł1f.t



t)bdfDeﬁrzydydmoxd©bdms$b§t))rzx
|®µvz)e|t}bdfDmwx8t)f.)¬¸rzq 



$ &*


mox8t}v 
C
N
&
N

9




.65
0M
R


C 


$
5!C


P



$


C


$
Df.x
v~t}f¨n

t)bdf M¯<t)bFÇ¼b
f.¨n{|bdfL¬ﬁyv:qwnxdv:emorzqvzx 
C
N
&
N

rzx

f ­
x
f





.65
0M






.65
0

=<;10
a&b
f.x1´
.qwfBr~)qw:´



=
.A5
0BZN
´



$
.A5
0B




.65
0
rzx

®µvz 
=
N
©¼fbr¸¬zfDt}bdf)fL.pd})f.x f¹}fLqor~t}movzx





k
$
.65
0	 R




.A5
0






.65
0

C



$





.65
0

&




C


$
5





.A5
0
C
R


P



$


C 


$





.A5
0
C






$
.65
0
&
a&b
fD®µv:qwqovu©moxd}fLqor~t}movzxZ©moqoq1¨fp|f.®µpdq<´
5





.A5
0M


C 


$






k
$
.65
0 P


P



$
R





.A5
0 P


C 


$







$
.65
0

=
N

(d³o(V
5




=
.A5
0M


C 


$
R




$
.65
0DP


P



$
R




=
.65
0

(d³o.h%
2fL.rzqwqRt)b
rut2v:x-fBrz$b-mwx8t}fL}¬urzqRt}bdfB|f|).rzqwf

rzx

|}bdmw®ót}f

Ç¼b
f.¨n{|bdfL¬§y5vzqo8x
egmsr~qs|





g

gﬀﬂﬁ
.vzx{¯
|t}mwt}pdt}fr~xvz}t}b
vzzv:x
r~qR¨
r:|ms|&|mox
.fz´






&




3

3

K
.
3

ﬃ
 !
;
mW® #"

7 &
$
mW® 

7

;1&
%
T
mW® 

7
"

;10
ïô
    
Â  % 
¡B£{¡ Â

Â$# ﬃ1¡ ¾  ? ¾  -¤ Â1¾ ¤3 ¾

¡B 

|â©&rz|Def.x8t}movzx
f  fBr~)qwmof.B´.rzqo.pdqor~t}movzx
|
moxFt)bdf§k8t}mof.q fL|¹yd)v{ f  pd)f©moqwqH¨5f®Ûr: moqwmsrut)f  ¨8#t)bdfp
|}fvz®¼r§)f  p
x  r~x8tâ}fLyd)fL|}f.x8t)r~t}movzxPv~®¼t}bdf
y5vzqonxdvzemsr~qs|¹mwxt}b
f-Ç¼bdf.¨n{|b
f.¬P¨
r:|fB|âvzxfLrz$b"|}pd¨dmox:t)f.)¬ur~qM³a&b
mo|¹t)fL$bdxdms»8pdfg®µvzqoqwvu©2|.qwv8|fLqwFr
y
}v{ f  pd)f  f.­
xdf  moxI& 	S)Ä³kny5fL.mW­5.r~qoqoz´ut)bdf
7
¯Mt}byv:qwnxdv:egmsr~q

3
ms|%)f.y
}fB|fLx:t)f  moxt)bdfÇ¼bdf.¨n{|}bdf.¬
¨rz|}mo|&v:xZt)bdfó¯Mt}bmwx8t)f.)¬¸rzq<´n®µv:
N



2´
r:| 9

3
.65
0M
3
2

4
=




 .
3





.65
0

(d³oBG
D|rﬁ v:x8¬:f.x8t}movzx-©¼f  f.­
xdf




3
k
$.
3
n,;
mox©brut&®µvzqoqwvu©2|L³ frzqo|}vﬁ|f.t
5 
3
.A5
0M
3
k
$
2

4
=
"



 .
3





.A5
0
0
a&b
f
"  .
3
 |Lr~x#¨fv:¨{t)rzmwx
f  ®µ}v:ejt}bdf

 .
3
 |©mWt)bt}bdfbdfLqwy#vz®t}b
f}fB pd)}fLx
 f

(
³w(G ³Q°x  f.f  ´
5b
3
.65
0M
5
3
2

4
=





.
3





.A5
0B
3
2

4
=
5





.
3





.A5
0

3
2

4
=





.
3
 

C


$






k
$
.A5
0 P


P



$
R





.65
0DP


C


$







$
.65
0


3
k
$
2

4
=
 

C 


$

.





k
$8.
3
P






$8.
3
0 P


P



$
R





.
3






.A5
0
0
7f.x
.fz´
"




.
3



C 


$







k
$.
3
P






$.
3
XP


P



$
R





.
3
0

(d³o)	V
vu©´{vzx
.f¹t}bdf.vzeyv:xdf.x8t$|&v~®

3
r~x

5Y

rz}f nxdvu©xvzx#r~qoqt}bdf¨rz|}fL|





3

´dmwt2ms|fLr:|
t)vﬁ vzeydpdt}fât}b
fy
r~}t}msr~qRmoxdxdf.yd}v

pt)| 9

5 
3
& 
3

3
K
.
3


2

"




.
3


&
2






.
3


	
3

K
.
3

&

$
"



=
.
3




=
.
3
P
$
R
3
k
$
2

4
$
"




.
3





.
3
0
®µ)vze ©bdmo$b©+f.r~xf nt))r:t&t}bdf¬urzqwpdfâvz®
X
3
9
X
3

5Y
3
& 
3
	
ﬁ
2

4
$
R


5 
3
& 
3

3
K
.
3
ïö
|}vgt}b
r~t
X
3

$
ﬁ
2

4
$
R
 
"



=
.
3




=
.
3
P
N
R
3
k
$
2

4
$
"



 .
3




 .
3
&

(d³o¸3
Ä®©+f¹x
vu©  f.­
xdf
*
3

3
k
$
2

4
=





 .
3





0
t)bdf.x#¨5fLLr~p
|}f *
3
.65
0M
5 
3
.65
0
C
X
3

3
.A5
0
C
D
3

3

$ .A5
0
©¼fâ)fLr  mwqoﬁvz¨dt)r~moxt}bdf)f.qsrut)mwv:x 9





 .
3

"



 .
3
C
X
3




 .
3
C
D
3




 .
3

$
&

(d³oLV
a&b
mo|&fLx
r~¨dqofL|&p|&t}vﬁ v:eydp{t}f
D
3
k
$

*
3
&
*
3

K
6
|}mwx f
D
T
3
k
$

$
ﬁ
2

4
$
R

 


T
=
.
3
P
N
R
3
k
$
2

4
$







.
3

T


(d³o 	V
rzx

t}bdfLx©+fâb
r¸¬zf





.
3
k
$

N
D
3
k
$






.
3
0

(d³ù~V
°x|pdeeﬁr~)z´5fL»8p
r~t}movzx

(d³o)	Gmo|Dp
|}f

t)v- v:eydp{t}f
5 
3
rzx

t)bdffB»:prut}movzx|

(
³wuB¯ (d³ù~V&r~)f
p|f

t)v¹.vzeydp{t)f¼t)bdf2|).r~qsr~$|
X
3
r~x

D
3
³fr~qs|}vDb
r¸¬:fÆt)v vzeydpdt}f+t}bdf&moxdxdfLQy
}v

p
 t)|  
3
³Qa&b
mo|
ms|fBrz|}mwqo

v:xdf¨fB.rzp
|fât)bdf­
qwt}fL®µpdx
 t}movzx
-
mo|2ydmwfB fL©mo|}fyv:qwnxdv:emorzqr~x

ms|)fLr

mwqo§f {y
rzx

f

moxt}bdfÇ¼b
f.¨n{|bdfL¬ﬁ¨
rz|}ms|&vzxfLrz$b#|}pd¨dmox:t)f.)¬ur~qM³
D 
Â

 5¾
¢
5¾

¤
¾


£
¿
 < 

a&bdfqof.eeﬁrrzx

t)bdfyd)vzy5v:|}mwt}movzxﬁ©bdms$bﬁ®µvzqoqovu©U©moqoqyd)vu¬nm

f
rzx«pdydy5f.#¨5vzpdx

vzx«t}bdf
	 	QE
.
F
´2®µ)vze t)bdfmox{­
x
mWt¦xdv:}e#³ ﬀDxdqo²t)bdf".rz|}fLrz|}f 
 R
mo|
.vzx
|}m

f.)f

³
ﬁ
mo)|txdv~t)mo.fDt)b
rut
	
- CF-
g
	

. - &
e
gk
$.
T
0
E
.
F
0
©b
f.)f

.
 
&
0
ms|t)bdf 
T

ms|t)r~x fZ¨5f t©+f.fLx¶rP®µp
x
t)mwv:x
 
r~x

t}bdf-®µpdx
 t}movzx¶|}y
r: f

³-a&bdms|mo|
|}moegy
qw¨fB.r~p|f
-
g-mo|L´Q¨8

f ­xdmWt)mwv:x1´%t}bdfﬁv:t)bdvz:vzx
rzqQy
}vzfLt)mwv:x

&

v~®
-
v:x:t)vJe]gk
$.
T
³ f
x
vu©`.rzx|t)r~t}f¹t}b
fâ®µvzqoqwvu©moxd

	
8 8+< = <
;A <K EHKKBIA >BA;

cOD9

&


I X!KVI

ZLFd 9 TIﬀ;UHU_;PQEHK/ c>@>IAJZ8;c K

;U

Rﬂﬁ
	
 
	
T
E
.
F
 .
N	P
R
0
$
	
 
	
T ﬃ
0

h
³o
ï
 
ﬀ¢ Â1ÂO#

fb
r¸¬zf¹mox  f.f  9
	
 
	
T
E
.
F
 
3
=
 
T
.65
0

5.  C\5
0

5
P
R
 
3
 
T
.65
0

.65!C 
0
.

C\5
0

5

	
 
	 T ﬃ
 

3
=
N

5.  C\5
0

5
P
R
 
3
N

.65!C 
0
.

C\5
0

5

.
N:P
R
0
$
	
 
	 T ﬃ
0
 
2O0 036543 0 +<
4<
	
-Cﬁ-
g
	E
.
F


.
N	P
R
0
$

. - &
e gk
$8.
T
0
ﬃ
d
ﬀ
¢ Â1ÂO#

a&bdfâ)fL|}pdqwt®µvzqoqwvu©2|¼®µ)vze 9
	
-CF-
g
	QE
.
F




(
^
K
	
6
	
-C 
	E
.
F


.
N	P
R
0
$  


(
^
K
	
6
	
-C'
	
ﬃ
&
®µ}v:e Ł1fLeergh³w


.
N	P
R
0
$

. - &
e+gk
$.
T
0
ﬃ
0
°xﬁv:

f.t)vzf.tÆfL|t}moeﬁrut)fL|vz®t}bdms|

mo|t)rzx
 f©¼f2x
vu©Umox8t})v

p
 f¼fL)|t}fLmwxﬁy5vzqonxdvzemsr~qs|rz|)|}vn.mW¯
r~t}f

©mWt)b§r¹®µpdx
t)mwv:x
 
³a&bdmo|Æmo|¼r|fB»8pdf.x
.fv~®y5vzqo8x
vzemorzqo|©bdmo$b§.vzxn¬zfL}:fL|Qpdxdmw®µvz)eqwt}vu©&r~

t)bdfâ®µpdx
 t}movzx
 
³Ha&bdms|©mwqoqt)bdf.x#nmwfLq

r~x#pdy
yfL¨v:pdx

®µvz

. - &
e
gk
$8.
T
0
ﬃ
³
ﬁ
vz
 ?
f ­
x
f

vzx$
;/&
N

´nt)bdf8
R¯<t)b+fL)|t}fLmwxyv:qwnxdv:emorzqmo|)9

+.
 
0
.65
0B
+
2
g
4
=
 

i






i

5
g
.
N
C\5
0
+

g
0
fb
r¸¬:f
+.
 
0
.A;
0	
 
.A;
0B
;
rzx

Wm
+
.
 
0
.A;
0M


 

$
+

©bdms$b#.vzxn¬zfL}:fL|Æt}v
 
m
.A;
0B
;
³

7
	
0+2
	
8 1< :4<
ID9
 
Z8I&a0UE >ﬂRDO  EH9 ;K 
;1&
N

<K

U_ID9 <K c>@>IAfZ8;c K

; 
 
ﬁ!9 IK
	
 
C + .
 
0
	
ﬃ

7
R

K
4

6
4
N
4



0
ﬀ
¢
Â1ÂO#

fb
r¸¬zf
 
.
0
C

+.
 
&
0M
+
2
g
4
=

 
.
@0
C
 

i


 



i


g
.
N
C
0
+

g

2

(



ﬀﬂﬁ

 
.
@0
C
 

i


 



i


g
.
N
C
@0
+

g
ïs
P2

(




<
ﬁ

 
.
0
C
 

i


 



i


g
.
N
C
0
+

g
k{mwx
.f   mo|2.vzx8t}moxnpdvzp|vzx 
;1&
N

©bdms$bPmo|2.vzey
r:tL´mWtDmo|¨5vzp
x  f  ¨n  ³¼°xPr 
 mWt)mwv:x1´
©+fb
r¸¬:f

 
.

0
C
 
.
@0

9


®µvz2rzx8

ﬃ ;
rzx 


&

|}p
$bt}b
r~t


C


9

³a&b
f.)f ®µvz)fz´

 
.
0
C

+.
 
&
0


2

(



  ﬁ




 
.
@0
C
 

i










i


g
.
N
C
@0
+

g
P
2

(




<
ﬁ




 
.
0
C
 

i










i 

g
.
N
C
@0
+

g



2

(



ﬀ ﬁ



i 

g
.
N
C
0
+

g
P R

2

(




<
ﬁ



i 

g
.
N
C
@0
+

g


 P

R


*T
&
|}mox
 f

(




<
ﬁ



i


g
.
N
C
@0
+

g

$

+
ﬁ
6
³a&bdms|&mo|+t)}p
fD®µv:r~xn

ﬃ>;
´{mwt2ms|+t})pdfâmwxy
r~}t}ms¯
p
qorz&®µvz&t}b
fegmoxdmoepde v~®%t}bdfâ®µpdxt}movzx

 
 P 
T
+
ﬁ
6
´
©bdv:|}fâ¬¸rzqwp
f¹ms|
5
T

6
4

K
4
$
4
	
+
³


012 0+-W- 12 +< +<
ID9
- 
$
.

;/&
0
d TIDK
	
-C 
g
. -
0
	
ﬃ

5
T

6
4
	
-
	
K
4
	
-
m
	
6
4
0
$
4
	
g
d
ﬀ
¢
Â1ÂO#

knf.t
 
.

0B
-/.

0
 
mo|

f ­
xdf

vzx$
;/&
N

rzx

mo|

	
-
m
	
¯°Ł1moy
|}$b
mWt)Åz³
f?|}f t§mox¦©b
rutﬁ®µv:qwqovu©2|

5
T

6
4
	
-
	
K
4
	
-
m
	
6
4
´mox vz

f.t)v·b
r¸¬zf
	
- C
 g
. -
0
	
ﬃ


$
4
	
g
³
a&b
f.vz)f.e h
³ (

vnfB|xdvztgrzqwqovu© t}v?v:¨{t)rzmwx²rF)fL|}pdqWt

mo}fBt}qo¨fB.r~p|f 
g
. -
0
"

e
gk
$.
T
³°x

fLf

´
Wm
g
. -
0
.A;
0
"

;
³a&bdf.)f ®µv:}f:´8©+f¹xdf.f

t)vrzydydqoﬁt}b
fDt)bdf.v:}fLejt}v
-C

g
. -
0
C 5
Wm
g
. -
0
.A;
0
´d©bdms$bmo|
mox\e
gk
$.
T
³Da&bdfqwfLeer§h
³ù©mwqoqQ8mof.q

rzxPpdydy5f.¹¨v:pdx

vz®
	
5
fm
g
. -
0
. ;
0
	
ﬃ
³Da&b
f.xPt)bdf®µv:qwqovu©mwx

t)bdf.v:}fLe

a&b
f.vz)f.e h
³ 	G¼©mwqoq1yd)vu¬nm

f¹rzx-f.ny
}fB|}|}mwv:x§®µv:&t}bdf.vzxn¬zfL}:f.x
.f$rut}fâvz®%t)bdfâ­
qwt}f.B³

	
8 8 1<4<
I9
- 
$
.

;1&
0
dR8Rc G Ir9 <99 IAIrE
R <Kﬀ
ﬃ ;
ﬁ RcO  9 T<9
-
E
Rr9 PQENO8I

E ﬁ IDAIKﬂ9 EN<FZU'I ;K
;/&


<K

9 T<9
-
m m E
R Z?;c K

I

;K
;1&


d TIDKWi
-

$
g


$
g
ﬃﬂ
]


-
=
. D/

-
m m
.65
0

d
ﬀ
¢
Â1ÂO#

ﬁ
}v:ejt}bdfaQr¸nqwv:¯°Łrzz$r~xd:ffL»8p
rzqwmwtz´{©+fâb
r¸¬zf




-

N
i

Cﬁ-D. ;
0
C
N
i
-
m
.A;
0





N
i
T
 ﬂ
]


-
=
. D/

-
m m
.65
0

0
7f.x
.fSi
-

$
g


$
g
 ﬂ
]


-
=
. /

-
m m
.65
0

³

7
	
0+2
	
8 +<!4< 
ID9
- "
$
.

;1&
0
dR8Rc G If9 T<9 9 TIDAIWE
RM<K"
ﬃ,;
ﬁRcO ^9 T<9
-
E
Rf9 PQENO8I

E ﬁ IDAIKﬂ9 EN<FZU'IM;K 
;1&


<K

9 <9
-
m mjE
RfZ8;c K

I

;K 
;/&


dﬃ TIDK
	
-Cﬁ-
g
	E
.
F
"#

$
4
	
g

d
ﬀ
¢
Â1ÂO#

	
-Cﬁ-
g
	E
.
F

	
- C<.
g
. -
0
C 5

m
g
. -
0
.A;
0 0
	QE
.
F
ïõ

.
N	P
R
0
$
	
-C .
 g
. -
0
C 5

m
g
. -
0
.A;
020
	
ﬃ


.
N	P
R
0
$
.
	
-C
 g
. -
0
	
ﬃ
P
	
5

m
g
. -
0
.A;
0
	
ﬃ
0


.
N	P
R
0
$


4

i
P

i
-

N
i
 


.
N	P
R
0
$


4

i
P

	
-
m m
	
i

0
a&b
mo|&moeydqwmofL|t}b
r~t
	
-Cﬁ-
g
	QE
.
F
# 
$
4
	
g

³
a&b
f¹r:|}|}pdey{t}movzx|¼vz®1t}b
fDt)bdf.v:}fLejh
³ 	rz}f¹ qofLr~)qo§r~qo©+r¸{|Æ|)rut)mo|­
f  ©bdfLx
-
ms|  f ­xdf  t}v¨f
y
mwfB f.©ms|}f¹y5vzqonxdvzemsr~q1rzx  mox

$
.

;1&
0
³
   

 ¾ ¢*<¤z£
 
%Æ¾ ¢*  ¾

¡B 

 A 
" ¾  B¤~¢* % ¡ Â

ÂO# ¡ ¾  L¡L 

2qozvz)mwt}bde (
³ Z©&rz|¹mweydqof.efLx:t)f  moxFr~t}qsr~¨vzx"rk{RD2Ç
©+vz{|t$rut)mwv:x1³ fb
r¸¬zff {y5f.)mwef.x8t)f  t)bdfﬁr~qozv:}mwt}bde(vzxmweﬁrzzfg}fB|t)vz$rut}movzxPy
}v:¨dqwfLeﬁ|.´5t}b
vzpd:b
mwtZ.rzx²¨5fFr~y
ydqwmof  t)vvzt}bdfLﬁmwqoqw¯Ä.vzx  mwt}movzx
f  yd}v:¨dqof.eﬁ|ﬁrz|©+f.qoq<³ ﬁ vzgt}b
fPx8p
egfL}ms.rzq&t}fB|t$|.´+©¼f
:f.xdfL)r~t}f

¬ur~)movzp
|gyd)vz¨dqof.eﬁ|¨n¶¨
qwpd))mwxd·rzxUmoeﬁr~:fz´&r~x

r
d
mwxd·x
vzms|ft}v"t)bdfF)fL|}pdqwtL³,72fL}f
t)bdfg¨dqwp
})mwx
Zeﬁrut)}mwFmo|t}b
fgeﬁr~t})mWPzfLxdf.$rut)f

¨n#t)bdf®µp
x
t)mwv:x ZDUc Aﬀﬁ Z8<K

ﬁHRG:; ;9  ®µ}v:e0t}bdf
 I c U_<AE <9)EN;K ;;U R ><@OF<I
	$³&a&bdf®µpdxt}movzx ZDUc Aﬀﬁ Z8<K

ﬁHRG:; ;9  b
rz|&t)bd)f.fy
rz)rzegf.t}fL)| 9
t)bdfD|}moÅ.f



H´:t)bdf¨r~x

©m

t)b





´8rzx

t)bdfDrzegv:pdx8t¼vz®|evnv~t)bdmwx
 v:x8t})vzqoqwf

¨8
'

5
1³
a&b
fg)fL|}pdqwt}moxd#eﬁrut})mw?mo||}neegf.t})mog©mwt}b·r~qoqmwt)|âfLmw:f.xn¬ur~qopdfL|¹¨5f t©+f.f.x·#r~x

:³ fﬁb
r¸¬:f
p|f


 R
®µvzr~qoqv:pd­
qwt}fL®µpdx
 t}movzx
|©mwt}b

 N
rz|¹t)bdf§pdydy5f.¨v:pdx

®µvzt)bdf§mox8t}f.)¬ur~qHv:x
©b
mo$b-t}bdfâ­qWt)f.
-
mo|

f.­
xdf

³a&bdfmoxdxdf.mox8t}fL}¬ur~q¨5vzp
x


ms|&¬¸rz}mof

¨5f t©+f.f.xPr~x

:³
a&b
fvz)mw:mwxr~qmoerzzfms|2vz®|}mwÅLf¨n- r~x

fBrz$b#ydmwnfLqms|.v

f

vzxP:}fL§qwfL¬zfLqo|L³+a&b
f.)f ®µvz)fz´
t)bdfD|}vzqop{t)mwv:xﬁmo|Æt}bdf¹ v:qwpdexn©ms|f¹|t$rz zf

¬zfL t}v:

vz®1fLr:$b§ v

f

ydmW{fLq<´8©bdmoqwft}bdfD¨dqwp
})f

moeﬁr~:f
ms|+t}b
f¬zfL t}v:
   
³
vzms|fgms|¹r
d
f

t)v-fBrz$b.vzey5vzxdfLx:tru®ót)f.â¨dqopd)}moxd
³a&bdfx
vzms|fgmo| ârzp
|)|msr~xFvz®¼ÅLf.)vZefLrzx
rzx

|t$r~x

r~
-
fL¬nmor~t}movzx
"
³¼a&bdf)fL|}pdqwt}moxdﬁmweﬁrzzfâmo| v

f

¨n§t)bdf¬zfBt)vz
  !P
´d©bdfL}f

mo|
t)bdf¬zfBt)vz&v~®Qxdvzms|f:³
a&b
fmweﬁr~:fL|&r~)f

f.¨
qwpd))f

¨8Zt}bd)f.fâef t)bdv

|-9Æa%)pdx
.r~t}f

knmoxd:pdqorz  r~qopdf

fB vzey5v:|}mWt)mwv:x
x
v~t}f

a2k% D´
a¼n$b
vzxdvu¬§.vzpdydqof

©mwt}bÇ¼vzx~pd:r~t}f ¹)r

mof.x8txdv~t)f

aÇg´{t}b
fmwfB fL©mo|}fvzqo:¯
x
vzemorzq
ﬁ
mwqwt}fLyd)vzy5v:|}f

mwxt)bdmo|y
r~y5f.B³Æa&bdf¨
}m

zf¹®µpdxt}movzx|
-
- 
. /

f ­
xdf

mwxP|}fL t}movzx (d³ hﬁr~)f
p|f

rzx

t}bdfef t)bdv

mo|&xdvzt}f

fLmWt)bdf.Æ
ﬁ

e#´ yvz&
ﬁ
®µv:&t}bdf

f.®Ûr~pdqwt2¬ur~qopdfL|

h
ZN
³
   
Â

 ¾
¢
5¾

¤
¾ÂO#
¡
¾ %ÆÂ

¿

Â
 Û£< 

fP­
$|t§f dr~emoxdf#t}bdf vzxn¬:f.)zf.x fv~®ât}bdf
y5vzqonxdvzemsr~qs|
-
g
rzx
$ 
g
t}vu©&r~

-
rzx
  
³
ﬁ
mw:pd}f§d³wﬁ|}bdvu©2|¹t}bdf§.vzxn¬zfL}:f.x
.fvz®  
g
³ﬀDxt}bdf
qof ®ótms|¹t}bdfﬁb
mo|t}v:}Pvz®  
g
®µvzât)bd)f.f

m 5fL}fLx:t¬ur~qopdfB|Dvz®

©mwt}b
-

-
-
$8. $0/
³ﬀDxt}bdfﬁ)mw:b8t¹ms|¹t}bdf
|)r~efbdms|t}vz)®µv:Ht}b
}fLf

m 5fL}fLx:tyr~mo)|Hvz®¬¸rzqwp
fL|
.

&
h
0
vz®5t)bdf­
qwt}fL®µpdxt}movzx
-
- 
. /
©mwt}bZr¹­d{f

¬urzqwpdf


;/0

³`ﬀD¨
|}f.)¬zfgt}brutt)bdfZ vnf ﬃﬁ.mwfLx8t)|

fB.r¸F¬:f.)?$r~ydm

qoPt}vu©&r~

Å.f.)v
³a&bdfﬁ$rut}fﬁvz®
.vzxn¬zfL}:f.x
.f¼mox
.}fBrz|}fL|H©mwt}b

³QÄt+rzqo|}vmwx )fLrz|}fL|©mWt)b (rzx

t}bdfD vnf ﬃ§ mof.x8t$|¨5fL v:ef|evnv~t)bdf.
©b
f.x[hmox
 )fLr:|fB|.³
ﬁ
mw:pd}f{³ù§|}bdvu©2|t}bdfgydmofL fL©mo|}fgyv:qwnxdv:egmsr~q%­
qwt}fL
-
-
$. $(/
©mwt}b


;10

r~x

t)bdfy5vzqo8x
vzemorzqR­
qwt}f.$|
-
gv~®Q|}f.¬:f.$r~q

fLz)f.fL|$i
 R
&

&

³
ïð
  F'	Bû
Ð
ﬃ D,(   0 
Ï
ﬃ
Ë
0 20 40 60 80 100 120
10−7
10−6
10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
number of iterations
γ
PPF(1,1) − convergence of factors γ
a = 0.5
a = 0.2
a = 0.8
0 20 40 60 80 100 120
10−7
10−6
10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
number of iterations
γ
PPF(m,p) − a = 0.6 − convergence of factors γ
m = 1 ; p = 1
m = 3 ; p = 1
m = 1 ; p = 3
 YT F zûﬂ#ﬂ#	


  
 "
Ñ

ﬁ

Í
%_ 
ﬁ
 
Ñ Ñ
ﬃN
%
Í
 
Ï
%_
Ë 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
x
y
Piecewise polynomial filter (a = 0.6) and polynomial approximations
filter φ[1,1]
polynomial φ8
polynomial φ4
polynomial φ2
ò
    
£ %  ¾  
 
À

¥Z£

  £ 5¾ÂO#  ¾ ÃD 
    ¾

°xPt}b
mo|Dt}fB|tB´Rt}bdfg¨dqopd)}moxdZeﬁr~t})mW
ms|
  

6 
.
 
&?71&2;/0
0
´©bdf.)f





r~x 
'

5
r~)ft}b
f  f.®Ûr~pdqwtD¬urzqwpdfB|.´|}v§t)bdfeﬁr~t})mW#vz  f.
ms| 

SR
73;
³%a&bdfv:}mozmox
rzq5moeﬁr~:f

ms|+t}bdfât)fL|tmweﬁr~:fz´dLr~qoqwf  P ﬂUmoxt}bdf¹®µv:qwqovu©mwx

´{zmo¬zfLxZ¨n
t)bdf®µpdx
t)mwv:x ZDUc A³ 72fL}ft}bdfgydmw{f.qs|¹rz}fg v  f  ¨nPmwx8t}fLzfL)|D¨f.t©¼fLf.x?r~x  h
³knv´R®µvz¹ydqwvztt)mwxd
t)bdfmweﬁrzzfL|L´©+fg)vzp
x  rzqwqHydmw{f.qs|Dt}v#mwx8t)f.zfL)|ârzx  ®µv:).ft)bdf.e t}v#¨fmoxt}bdfmox:t)f.)¬ur~q 
;/&


³ﬀDx
t)bdf¹v~t}b
f.+b
r~x  ´{f.)}v:)|rzx  )fL|}m  p
r~qs|+r~)fD v:eydp{t}f  ©mwt}b-mwxI#
v:r~t}moxd~¯Äy5vzmox:t+r~)mWt)bdef t}ms¹r~x  r~)f
x
v~tev  mW­
f  ³
  F :û	
D 
Í%Ñ@ﬁ

Î
 
D 
Ï
 " 
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN("
	
É
=%
Í
 D
Ë
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
ORIGINAL IMAGE
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
BLURRED IMAGE − A = BLUR(48,3,0.7) − σ=0
  A 
 
£
%

¾
 
ﬁ
vzt}bdf#|}r zf§vz®|b
vu©mwxd?t}bdf

mﬃ§ pdqwt·rz|)|v{ msrut)f

©mwt}b²xdvzms|f:´H©¼f
­)|tr~ydydqox
vxdvzms|f:´~mM³ f:³w´:©¼f&t$r zf
"

;
³
ﬁ
mozpd)f{³ (â|b
vu©2|t)bdf2v:}mozmox
r~qnmoeﬁr~zf:´zr~x

t)bdf2¨dqopd)}f

moeﬁr~:fz³a&bdf|}vzqop{t)mwv:x«vz¨{t$r~moxdf

¨8¦rzx8 qomwx
fLr~#|}vzqo¬zf.B´f.mwt}b
f.#r

mo)fLt#|v:qw¬:f.-vzFÇ¼vzxupd8rut)f
¹$r

mwfLx:t¼vz
ﬁ
´nms|Æ¬:f.)r:. p
)r~t}frzx

mo|¼mox

ms|t)mwxd:pdms|bdmo¨dqof®µ)vze t}bdfDvz)mw:mwxr~qdmoeﬁr~zf2|}bdvu©xﬁv:x
t)bdfqof ®ót2v~®
ﬁ
mw:pd)fâd³ (
´d|vmwt2mo|v:emWt}t}f

³
  F 8û	
 
Í%Ñﬁ

Î

ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" %
Ë

È )Ò
	
É
=%
Í
 D  " %
Í
 D "
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" *%
Ï
`
ÌLÏ
ﬃ  
Ìﬁ
 ﬃ0% 
Ï
%_
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
BLURRED AND NOISY IMAGE − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
DEBLURRED IMAGE A−1b− σ = 0.05
Bï
      
£ %  ¾
 
2f ntB´5x
vzms|fmo|âr 
 f  t}v§t)bdfg¨dqwp
})f  moeﬁr~:frutr§qof.¬:f.qQv~®
"

;10 ;

 ³
ﬁ mozpd)f¹d³ h|}bdvu©2|t)bdf¹¨dqwp
})f  r~x  xdvzms|ﬁmoeﬁr~:fDr~x  t}b
f  f.¨dqopd)}f  moerzzfDp
|moxdr  mw)fL t+qomwx
fLr~
|}vzqo¬zfLL³a&bdf|}vzqop{t}movzxms| qofLr~)qo§r? RfLt)f  ¨n§xdv:mo|}fr~x  )fL»8pdmo}fB|¼)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx³
 	 F  zû
D 
ÍQÑﬁ

Î
#ﬂ#	\ﬃN
Ë
%'"
Ì
 
ﬁ Ë
 " ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
0 2 4 6 8 10 12 14 16
0
10
20
30
40
50
60
iteration
n
o
rm
s
PPF(1,1) − a = 0.35 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
error
residual
coefficient |γ|
0 5 10 15
0
10
20
30
40
50
60
70
80
PPF(1,1) − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
iterations
e
rr
o
r
a = 0.3
a = 0.2
a = 0.5
 	 F  :û	
D 
Í%Ñ@ﬁ

Î
  \ﬃN
Ë
%_"
Ì
 
ﬁ Ë
 " ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
0 5 10 15 20 25 30
0
2
4
6
8
10
12
14
16
18
20
iterations
n
o
rm
s
TCG − ρ = 0.1 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
error
residual
0 5 10 15 20 25 30
8
10
12
14
16
18
20
TCG − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
iterations
e
rr
o
r
ρ = 0.1
ρ = 0.01
ρ = 0.2
f§t)bdf.x²p
|}f

t)bdf-Æ
ﬁ
r~qozv:}mwt}b
e ¨
r:|f

vzx·t)bdf-­
qWt)f.
-
-
$. $0/
©mwt}b


;10 7
³
ﬁ
mozp
}f#{³ù
|}bdvu©2|t}bdf¹}fB|m

p
rzq
xdv:}e
	

C

g
	
´zt)bdf¹f.)}v:Æxdv:}e
	

C

g
	
rzx

t)bdf¹.vnf ﬃ§ mof.x8t)|  
g
©mWt)b-rzx
mox
.}fBrz|}mwxd

fLz)f.f iR³!72f.)fr~x

moxv~t}b
f..r:|fB|Hrz|©+f.qoq<´z©¼fv:¨
|fL}¬:f+râ|t})vzxdâ v:})f.qsrut)mwv:x¨5f t©+f.fLx
t)bdfgt}bd)f.fﬁ.pd}¬:fL|L³ga&b
mo||}pdz:fL|t)|Dt}brut  
g
.vzpdq

¨5ff {ydqovzmwt}f

t)vPvz¨{t$r~moxr#|t)vzydy
mwxdP.}mwt}fL}movzx1³


fB ms|movzxZvzx©bdf.xZt}vﬁ|t)vzy.r~x-¨fâeﬁr

fDmoxr

¬ur~x
.f¨nﬁzfLxdf.$rut)mwx
t}b
f¹y5vzqonxdvzemsr~qs|+©mWt)bdvzp{t
.vzeydp{t)mwx
t)bdf¹rzydyd)v¸{mweﬁrut)f|}vzqop{t}movzx
|L³Ha&bdf¹}fB|m

p
rzq5Lr~xZrzqo|}v¨5fâp
|f

r:|¼rg|t)vzydy
mwxdg )mWt)f.)mwv:x
|}mox
 f&¨5v~t}bt)bdf)fL|}m

pr~qdr~x

t)bdff.))vz©mwqoq
|t)rzzx
r~t}f&©bdf.xgt)bdf2 v:})fL|}yv:x

moxd¹yv:qwnxdv:egmsr~qs|b
r¸¬:f
.vzxn¬zfL}:f

³+°x?.vzx8t}$rz|tL´f.)}v:)|rzx

}fB|m

p
rzqo|¨fLb
r¸¬zf

m Rf.)f.x8t}qo®µvz¹aÆ{$bdv:xdvu¬§)f.zp
qorz}moÅLr~t}movzx
 
 ﬀT  F zû	
 
Í%Ñﬁ

Î
  

#V#\ "M
Í
%Y%
Í¼ÌBÍ
,ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
8.5
9
9.5
10
10.5
11
11.5
12
12.5
13
TCG − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
ρ
e
rr
o
r
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
8.5
9
9.5
10
10.5
11
11.5
12
12.5
13
PPF(1,1) and TSVD − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
a and 2ε
e
rr
o
r
PPF
TSVD
.vzpdy
qwf

©mWt)bFr-Ç¼vzxup
:rut)f ¹)r

mof.x8t2ef t}b
v


aÇ82r:|vz¨|fL}¬:f

vzx
ﬁ
mw:pd)f{³ 	d³+°x

fLf

´t}bdf
)fL|}m

p
r~qQ v:x:t)mwxnpdfB|t)v

fL.}fBrz|}f©bdmoqwft}bdff.)}v:2mox
 )fLr:|fB|2ru®ót)f.âr®µf.©mwt}fL)r~t}movzx
|L³a&bdfL}f.®µvz)fz´r
:vnv

|t}vzy
ydmwx
§ )mWt)f.)mwv:xZms|}fB»8pdmw)f

®µvzDaÇ

aÆ{$bdv:xdvu¬§ v:pdydqof

©mWt)b?Ç¼vzxupd8rut)f ¹$r

mwfLx:tW´
p|moxdgt}bdf)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzxZyd}v:yfLt)mwfB|&v~®%t}bdfÇ¼v:xupd:r~t}f ¹$r

mof.x8t¨n§mWt$|fLqW®³


mﬃ§ pdqwt?mox}fLzpdqsr~)mwÅBrut)mwv:xFef t}b
v

|âmo|¹t)v#$b
v8v8|ft}b
fﬁ¨fB|ty
rz)rzef t}fLL´Rmox·|v:egf|}f.x
|}fz´
fLmWt)bdf.
R
®µvzâaÇg´
E
®µv:¹a2k" D´5v:

®µv:D
ﬁ
³ 7f.)f©+fp
|}frz|.}mwt}fL}movzxFt}bdfgf.)}v:2xdv:}e±r~x

$b
v8v8|fgt)bdf§y
rz)rzegf.t}fL©bdmo$b·emoxdmoegmoÅ.fB|ât}b
mo|xdvz)e#³
ﬁ
vzaÇ(r~x

Æ
ﬁ
´©+fZr~qs|vP|}f.qofL tt}bdf
mwt}fL)r~t}movzx ©b
mo$b emoxdmoegmoÅ.fB|t}bdff.)}v:xdv:}e#³
ﬁ
mozp
}f#{³ #ydqov~t$|t)bdf-fL})vz$|

t}bdfP|}erzqwqofL|tv:xdfL|
)fLr:$bdf
Z
pd)mwxdmWt)f.$rut)mwv:x§®µvzaÇrzx

Æ
ﬁ
¼®µvz¼t}bdf¹t}b
}fLfDef t)bdv

|L´{©mWt)b-¬ur~)nmwx
y
rz)rzegf.t}fL
¬urzqwpdfB|.³
ﬁ
vza2k% D´nt}b
fârz¨
|) ms|}|)rydqov~t}t}f

ms|
R
E
³ fâvz¨|fL}¬:f2t}brut+t}bdfây
rz)rzegf.t}fL

ms|&r~¨5vzp{t
R
E
´
©b
mo$bqwfBr

|&p|&t}v¨5f.qomwfL¬zfât}brut&t}bdfmox"#
f.{mwv:xy5vzmox8t
"Q
R
mo|&)f.qsrut)f

t}vt}b
fy
r~$r~ef t)f.
E
³
 ﬀT  F :û	
 
Í%Ñﬁ

Î
	
É
=%
Í
 
Ë
" 
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" ,S  

#ﬂ#	\ "f
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
TCG − ρ = 0.1 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
PPF(1,1) − a = 0.3 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
TSVD − ε = 0.175 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05

e
 ﬀT F :û	
 
ÍQÑﬁ

Î
	
É
\%
Í
  " 
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" ,j#ﬂ#	
È           )Ò
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
PPF(1,1) − a = 0.2 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
PPF(1,1) − a = 0.35 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05 PPF(1,1) − a = 0.5 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.05
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
°xUt)bdf#t}bd)f.f#ef t)bdv  |L´+©+f#b
r¸¬zfP|}f.qofL t}f  t}b
fPx8p
e¨5f.§vz®Dmwt}f.$rut)mwv:x
|ﬁr~x  t)bdfFy
rz)rzegf.t}fL
©b
mo$b emoxdmoegmoÅ.f-t}b
f-fL})vzxdvz)e#³ ﬁ mozpd)fd³ |bdvu©2|t}bdfmoerzzfB|  fL¨dqopd})f  ´H}fB|y5fL t}mo¬zf.qoz´¨n
aÇg´5 ﬁ rzx  a2k% ¹´Rp
|}moxd§t)bdfL|}fy
rz)rzef t}fL)|L³a&bdfg»8p
r~qomWtv~®Ht)bdft}bd)f.fmweﬁr~:fL|mo|¹|moemwqsr~
rzx  t}bdffL})vz&ms|2r~¨5vzp{t&t)bdf|}rzefz´
|}v ﬁ yfL®µv:}eﬁ|&»8pdmWt)f©¼fLqwqvzx-t}bdms|f drzegy
qwf:³avmoqwqop
|t}$rut}f
t)bdff 5fBtâv~®Ht)bdf)f.:pdqorz}moÅ.moxdﬁy
rz)rzef t}fL

´
ﬁ
mozp
}fd³ 	Z|bdvu©2|2t}bdfgmoerzzfB|

fL¨dqwp
})f

¨n#
ﬁ
´
©mwt}bP)fL|}y5fLt)mw¬:f.qo


;10
R
&2;/0 7


& ;10


³¼Ç¼qofLr~)qoz´dr§|}eﬁr~qoq1¬ur~qopdfv~®

r
d
|&t)vnvﬁep
$bPxdv:mo|}f©bdmoqwfr
qsr~)zf¹¬ur~qopdfâv~®


vnfL|2xdv~t

fL¨dqwp
|p ﬃﬁ.mwfLx8t}qoz³
   
 
£
%

¾
 
2vu© ©¼f :f.f.yt}b
f§|}rzegfgmoerzzfﬁr~x

t)bdf§|}rzef¨dqopd)}moxd#eﬁrut)}mwF¨dp{t
©+fgmwx
.}fBrz|}ft)bdfﬁxdv:mo|}ft)vt}bdfﬁqof.¬:f.q
"

;10
N


³
ﬁ
mozpd)f§{³oL|bdvu©2|t}b
fﬁ¨dqwp
})f

mweﬁr~:fﬁr~x

t}bdf
moeﬁr~:f

fL¨dqwp
})f

¨8-r

mo)fLt&qomwxdfBr~|}vzqo¬zf.B³!72f.)fz´8t)bdf

f.¨dqopd)}f

moeﬁr~zf¹ms|

vzemwxrut}f

¨n§xdv:mo|}fz³
 YT  F
	 :û 
D 
ÍQÑﬁ


Î

ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" 	
É
 %
Í
 Dl*ﬂ%
Ï
[%
Ë

È   )Ò
 "r"D
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(":%
Í
 Dl*ﬂ%
Ï

ÌBÏ
ﬃ  
Ìﬁ
 ﬃ0% 
Ï
%_
BLURRED AND NOISY IMAGE − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
DEBLURRED IMAGE A−1b − σ=0.15
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
ﬁ
mozpd)f{³oz&ydqov~t$|t}b
f2f.)}v:Hxdvz)eﬁ|Q®µvzef.t}bdv

|¼aÇºrzx

a2k% D´zp|moxdât}b
f2emwxdmoeﬁr~qf.)}v:
x
vz)e

pd)mwxd#mwt}fL)r~t}movzx
|âvz®+aÇg´©mwt}b·r¬¸rz}nmoxdy
r~$r~ef t)f.
R
vz
E

bdfL}f:´t}bdf§rz¨
|) ms|}|)rZms|
E
³
D|âf {y5fLt)f

´t}bdfﬁyr~$r~ef t)f.â©bdms$bemoxdmwemoÅ.fB|¹t}bdfﬁfL})vz¹xdvz)e ms|âqorz}:f.¹t}br~xmwxFﬂHdr~eydqof§{´
¨5fLLr~p
|}f¹v~®1t)bdfâbdmw:bdf.+xdv:mo|}fz³Ha&bdf|}vzqom

qomoxdfâmwx
ﬁ
mw:pd}fâ{³o(ydqwvzt)|¼t}b
f¹fL})vz+xdv:}e ®µvz&
ﬁ

z´o
$ô
  F'		Bû	
D 
Í%Ñ@ﬁ
 

Î
  \ "M ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
15
16
17
18
19
20
21
22
ρ
e
rr
o
r
TCG − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 0.36
17
17.5
18
18.5
19
19.5
20
TSVD − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
ε
        
e
rr
o
r
  F
	 zû
D 
ÍQÑﬁ
 

Î
  

#ﬂ#	\ "f "
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN("
Í
%_ﬃN %
Í
 D
Ë
TCG − ρ = 0.2 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
PPF(1,1) − a = 0.6 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
TSVD − ε =  0.278 − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
5 10 15 20 25 30 35 40 45
5
10
15
20
25
30
35
40
45
ö
rz:rzmwx
|t

´%p
|}moxdFr~qs|vt)bdf§emwx
mweﬁr~q¼f.)}v:âxdvz)e  p
}moxdPmwt}f.$rut)mwv:x
|L³ f§|t)mwqoqÆv:¨
|fL}¬:fgt}b
r~tt}bdf
mox"#
f.{mwv:x§yv:mwx8t
cQ
R8
;/0 7
®µvz¼t}bdf¹¨fB|t¬ur~qopdf

mo|+ qov:|}f2t)vt}b
fD¨5fL|t¬¸rzqwp
f
E

;10
R
 ³
ﬁ mozpd)f¹d³w¸
|}bdvu©2|¹t)bdfZmoeﬁr~zfB|  f.¨
qwpd))f  )fL|}yfBt}mo¬zfLqw?¨8"aÇg´Æ ﬁ r~x  a2k% ¹´%p
|}mwxdFt}bdf§yr~$r~ef t)f.$|
|}f.qofL t}f  r:|&yd}fL¬nmwv:p
|qoﬁvzxt)bdf¨
rz|}ms|¼vz®%t)bdfemwx
mwepde fL})vzB³
  D  
£ %  ¾
 
°xt)bdms|t)fL|tL´ut)bdf&eﬁrut})mwrzx  t)bdf&xdvzms|}f¼r~)ft)bdf|}rzef¼rz|Qmox ﬂHdrzegy
qwf (d³
fxdvu©`mwxn¬zfB|t)mw8rut)ft)bdff RfL tv~®%t}bdfâ­
qwt}fL®µpdx
 t}movzx1´¨n§¬ur~)8moxdgt}b
fy
r~$r~ef t)f.$| 
&
h³ ﬁ mw:pd)f
d³w(y
qwvzt)|&t)bdff.)}v:)|+©mwt}b

¬urz}nmoxd®µv:t}b
}fLfâ$b
vzms fL| 9
.

 N
&
h
ZNS0
&.

 N
&
h

7
0
&.


7/&
h
 N0
³f2vz¨
|}f.)¬zf&t)b
rutÆt}bdf2¬urzqwpdf

©bdms$bﬁemwx
mwemoÅ.fL|t}bdff.)}v:Hmo|¼|eﬁr~qoqof.©bdfLxlh§mox
 )fLr:|fB|
rzx  qsr~)zfL©bdfLx  mox
 )fLr:|fB|.³ ﬁ vz
.

 N
&
h

7
0
´Rt)bdf¨fB|t

emw:b8t¹xdvzt¹¨5fmwxt}b
fgmox8t}fL}¬ur~q

;1&
N

³2a&bdffL})vz$|&®µvzt}bdf¨fB|t

rz}fr~¨5vzp{t2t)bdf|)r~ef®µv:2t)bdft)bd}fLf­
qwt}fL)|L³a&bdfB|fyr~$r~ef t)f.$|
rzqwqovu©`t}v§fLx
|p
}ft)b
rutt}bdf¨fB|t

©moqwqQr~qo©+r¸{|&¨5frz}v:pdx 
;10

 r~x
 t}b
r~t2t}bdfef t}b
v  ©moqoqQrzqw©&r¸{|
.vzxn¬zfL}:fD»8pdms nqw:³
 ﬀT  F'	:û	
 
Í%Ñﬁ
  
Î
#V#
È



Ò 
#ﬂ#	
È




Ò
 " #ﬂ#	
È




ÒÍ
%Y%
Í¼ÌBÍ
,ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
15
20
25
30
35
40
PPF − A=BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
a
e
rr
o
r
m = p = 1
m = 3, p = 1
m = 1, p = 3
0 5 10 15
15
20
25
30
35
40
45
50
55
iteration
e
rr
o
r
PPF − A = BLUR(48,3,0.7) − σ = 0.15
m = p = 1 ; a = 0.6
m = 3 ; p = 1 ; a = 0.3
m = 1 ; p = 3 ; a = 0.8
 D
 
£
%

¾

¥#£ <£{¢
¾
¢F 
¾
  £
5¾

a&b
mo|¹moerzzf:´}f.®µf.)}f

t}v#rz|ﬂ¹k{a ﬂ´ms|¹r
y
bdv~t)vzz$r~y
bPv~®Æ2qo¨5f.}tﬂÆmwx
|t}fLmwx´v~®¼|}mwÅLf
R



¨n
R



´R|vZt}b
r~tDt)bdfger~t})mW

mo|Dv~®¼vz

f.


 

7

³
ﬂ¼rz$b#ydmwnfLq1ms|2 v

f

v:x
R



mox8t}f.:f.:}fL§qwfL¬zfLqo|L´
r~x

©+f)vzpdx

r~8r~moxZt)bdfydmw{f.qs|&t}vﬁmox8t}fLzf.$|&mox
t)bdfmox:t)f.)¬ur~q
; 
R

 


©bdf.x#©+fydqwvztt}bdfmoeﬁr~:fL|

)fL|}m

p
r~qs|2rzx

fL})v:|rz}f.vzeydp{t)f

©mWt)b#t}bdf
#v:rut)mwx
~¯Äyv:mwx8tâx8p
e¨5f.$|  ³ga&bdfﬁ¨
qwpd))mwxdeﬁrut)}mw?ms|


6  
.
R



&


&2;/0
0
r~x

t)bdfﬁxdvzms|}fms|¹t)r zf.xt}v
"



³
ﬁ
vz
ﬁ
´Qt}bdfZ­
qWt)f.®µpdx
 t}movzx ms|
-
-
$. $(/
³ 7f.)fz´Ha2k% D0Lr~x·xdvFqovzx
zf.¨f-p
|}f
 
p
f§t}v?t}bdf
qsr~)zf|}moÅ.fz³
ﬁ
mozpd)fd³wLh§|bdvu©2|t}bdfegmoxdmoepde0fL})vz$|&©mWt)bPt}b
fef t)bdv


ﬁ
®µv:2¬ur~)8moxd

r~x

t)bdf)fL|}m

p
r~qs|bdms|t}vz)-®µvz2t)bdf¨5fL|tâ¬¸rzqwp
f


;/0

³2|DmwxFy
}fL¬8movzp|2f drzegy
qwfB|.´
t}bdf}fB|m

p
rzq%r~x

t)bdfgf.)}v:¨5v~t}b|t$r~:x
rut)fru®ót)f.rﬁ®µfL© mWt)f.$rut)mwv:x
|.³
ﬁ
mw:pd)fg{³oBZ|b
vu©2|r~qs|}v§t}b
femoxdmwepde±f.))vz$|
©mwt}b?t}bdfgef t)bdv

aÇ ®µvz¹¬ur~)nmwxd
R
rzx

t)bdf)fL|}m

p
r~qs|Dbdmo|t}v:}-®µvzDt}b
f¨5fL|t¹¬urzqwpdf
R

;10 ;


³
a&b
fZemwx
mwepde f.)}v:ms||}qwmozb8t)qw"qsr~)zf.®µvzaÇ t}b
rzx ®µvz
ﬁ
³a&bdf-¨f.tt}fLﬁ»:pr~qomWt"v~®2Æ
ﬁ
ms|ﬁ v:x{­
)ef

¨n·t)bdf#mweﬁrzzfL|gv:x
ﬁ
mw:pd)fPd³w	d´©b
mo$bU}fLyd)fL|}f.x8t)|®µ}v:e qof ®ótt}v")mw:b:tgt}b
fﬂÆ¯
kda ﬂ moeﬁr~:f

f.¨
qwpd))f

¨nPaÇg´
t)bdfg¨dqwp
})f

x
vzms|ﬂDkda ﬂ mweﬁr~:frzx

t}b
f ﬂ¹k{a ﬂ

 
 YT F
	8û
D 
ÍQÑﬁ
 
Î
#ﬂ#	=,ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
 " ﬃN
Ë
%_"
Ì
 
ﬁ Ë
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1800
2000
2200
2400
2600
2800
3000
3200
3400
3600
a
e
rr
o
r
PPF(1,1) − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
x 104
iteration number
n
o
rm
s
PPF(1,1) − a = 0.8 − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
error
residual
  F'	  zû	
D 
Í%Ñ@ﬁ
 
Î
  =ﬃ0ﬃNﬃ
Ë
 " ﬃN
Ë
%'"
Ì
 
ﬁ Ë
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
1800
2000
2200
2400
2600
2800
3000
3200
ρ
    
e
rr
o
r
TCG − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
1 2 3 4 5 6 7
500
1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
iteration number
n
o
rm
s
TCG − ρ = 0.05 − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
error
residual
 ﬀT F
	  :û	
 
ÍQÑﬁ
 
Î
%Y
ËÄÏ
,%_S%
Í
 Dﬀ"D
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" S  


ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" %
Ë


"D
ﬁ Ì
ﬃ0ﬃN(" j#V#
TCG − ρ = 0.05 − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
50 100 150 200 250
50
100
150
200
250
BLURRED AND NOISY IMAGE − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
50 100 150 200 250
50
100
150
200
250
PPF(1,1) − a = 0.8 − A = BLUR(256,5,0.7) − σ = 5
50 100 150 200 250
50
100
150
200
250
s
moeﬁr~:f  f.¨dqopd)}f  ¨n ﬁ ³HfL:rz  moxdP v:eydp{t)r~t}movzx
rzq¼.v:|t)|L´t)bdfL|}f-rz}fﬁ)vzpd:bdqoFt}b
f-|)r~ef®µvz
¨5v~t)b#egf.t}bdv  ||mox
 fv:xdfmwt}f.$rut)mwv:x-vz®aÇ )fL»8pdmo}fB|+t©¼veﬁrut)}mwn¯M¬:fLt)vz&yd)v  p
t$|©bdfL}fBrz|+vzxdf
mwt}fL)r~t}movzxv~®Q ﬁ }fB»:p
mw)fL|+vzx
qw§v:xdfz³
   
Â

¤ﬀ 
%  Â
M
fbr¸¬zfyd)fL|}f.x8t}f  ref.t}bdv  ®µvz}fLzpdqsr~)mwÅLmwx
moqwqw¯° vzx  mWt)mwv:xdf  |}n|t}fLeﬁ|.³
a&b
fef t)bdv   v:x
|}mo|t)|v~®¼.vzeydp{t)mwxdr§y5vzqonxdvzemsr~q%rzydyd)v¸{mweﬁrut)mwv:x#v~®¼rZzmo¬zf.x Hm  fLrzqYJ­
qwt}fLâ|}f ¯
qofL t}f  ¨5f ®µv:}fLb
r~x  ³%a&bdf&vzx
qw)fL|t})mst}movzxv~®
t)bdf&yd)vn.f  p
}f+mo|Qt)b
rutt)bdmo|moxdmwt}msr~qn­
qwt}fLH¨f&ydmofL.f.©ms|f
y5vzqonxdvzemsr~qM³
a&b
f v8|tDv~®vzx
f|t}f.y?v~®Ht}b
fgrzqw:vz)mWt)bde ms|D|}moegmoqsr~Dt}vﬁt)b
rutâv~®v:xdf v:xupd8rut}fz$r  mof.x8t2mwt}fL¯
r~t}movzx1³ fb
r¸¬zfg|bdvu©xFt}b
r~tâ.vzxn¬zfL}:f.x
.fv~®t)bdfmWt)f.$rut}movzx?mo|ârutâqofLrz|tDvz®t}b
fgv:  f.vz®
#X.
$
4
	
g
0
³
¦b
mwqofâmWt2|}f.f.eﬁ|¼t}brut&t}bdfrzydyd)v¸{mweﬁrut)f|}vzqop{t}movzx

g rz t}p
rzqwqo§ v:x8¬:f.)zfB|mox-yd$rz t}ms fDt}bdfâyd)vnv~®vz®
.vzxn¬zfL}:f.x
.f)f.eﬁr~mox
|&r~x#v:yfLx-yd)vz¨
qwfLe³
a&b
vzpd:bt)bdff {y5f.)mwef.x8t$|©¼fL}f.rz})mof  vzp{tHf d.qwp
|}mo¬zf.qo®µv:Hmweﬁr~:f&yd}v{.fL|)|moxdâyd)vz¨dqof.eﬁ|L´ut}bdf
ef.t}bdv  ms|1r~ydy
qwms.rz¨dqwft)v2v~t)bdf.%r~ydydqoms.rut)mwv:x
|R©bdfL}fHmoqwqw¯° vzx  mWt)mwv:xdf  |}{|t)f.eﬁ|1rz}ms|f:³1a&bdfxnpdef.)ms.r~q
t)fL|t)|Æ©¼f2br¸¬zf2 v:x  p
 t}f  mwx§moeﬁr~:f2}fB vu¬:f.)z´~|}bdvu©¶t)b
rut¼t}bdfDef t}b
v  ¨5f.br¸¬zfL|Æ©¼fLqwqM´:rzx  vzx
f.rzx
|}f.fg®µ)vze t}bdfﬁ)fL.vu¬zf.)f  mweﬁr~:fL|¹t)b
rutt)bdf§ v:x8t}vzp
)|âr~)f¨f.tt)f.Lr~y{t)pd}f  t}b
rzx©mwt}b·a¼{$bdvzxdvu¬
)f.:pdqsr~)mwÅBrut}movzx³f.}®µvz)eﬁr~x
.f  fLyfLx  |L´bdvu©+f.¬:f.B´Rvzx·r#.r~)f ®µp
q$bdvzms fgv~®¼t}bdfﬁy
rz)rzef t}fL

³ﬁÄt
|}bdv:pdq

¨5fyv8|}|}mw¨
qwfât)vr

r~ydt2©¼fLqwqw¯#nxdv:xn©x§t}fB$bdxdms»8pdfL|2|}p
$b#rz|+t)bdfŁ¯° pd)¬zf¹vz2.}v8|}|+¬ur~qom

rut)mwv:x
ef.t}bdv

|8& (S)1®µv:

f t)f.)emwxdmoxdﬁr~xvzydt}moerzq1¬ur~qopdfâv~®

³
æ  æ ý  Rã
 
ï 
	 ﬀﬁﬂ	ﬂﬃﬁ! #"$ﬀ%
ﬃF{þ$&!,* %
Ï
ﬃN 
Ï
%
Ð

Ë

ﬁ ÌBÏ
%'
Í

Ï
`,"
Ë
ﬃ
ﬁ
 ﬃ D "
Ð
,ﬃ0 %
ﬁYﬁ

("%
Ï
%'("
ﬁ
%Y( ﬃ
Ë

ËMÏ

Í¼Ë
 ('
Ì
 
Ï
%_
Ë
þ~ý%Ø¸åÜÕû¸÷ç)Ú<à8ûùþ*)WÚ<Ôç$Ù¸Ù~Üç$Õ(+Äû
 
,-/.0,1)þ (
Ï
,ﬃ
Ñ

ﬁ
 
Ï
%_  "32
Ñ Ñ
ﬃ 
%
Í
 
Ï
%'uþﬁ4   ç$øù×MÝBÜ   sþ.Óç  ÚMà¸ç$åâþ~÷âä¼þzïð
 We
û
 
e
65J$7ﬃﬁ8uþ	:9
Ì
D 
Ï
 ﬃ  "%_
Ï1Ï

Ñ

Í

Ï
"
Ë
ﬃ!%
ﬁYﬁ

Ñ

Ë
("
Ñ
ﬃN 
ﬁ

Í+Ë
þ%;8Ôë¸ìå2ç$ëãLèøùÜë.Ú<ø <uè=?>{ÜèÄà¸ëBøùè}ç sþ
@Qç$Õ  ùÔ
	þnïððöBû
 
ôA- 7B
ﬃﬁ1:ﬃ{þﬀﬃ
Ì
) 
Ï
("
ËÄÐ
"
Ë

ﬁ ÌBÏ
%_
Ë&Ï
l"%
Ë
ﬃN
Ï
 %
ﬁ_ﬁ

Ñ

Ë
)"
Ñ
ﬃN 
ﬁ

Í+Ë
*%
Ï
f%
ﬁYﬁ
 "
Ï
ﬃ
Í
%_("l
ÌLÍ
ﬃ0%_( 
ﬁ
ﬃN ﬂCþzãLø ç$å²ß¸ûzãLèøsû~ã ÚÄç)Ú<øù×<Úû RÔåÙ¸ØBÚûùþ8ïïD)ÛïððòE+Äþ~Ù¸Ù8û~öò
eGF
öBïõBû
 
ö, þ
É
 
Ìﬁ
 ﬃ0% 
Ï
%_
Ï

ﬁ Ë
ûäå2ç)Ú   ç$ÞIHdç$èÄÖ$ç$ìÜ wÔÕ8ä%ëuç  ßL×Møù×nç$ëBÝ+ã.Ô  ùØBÚMøùÔëÔ¸íQøù×MèÕÛÜÚ<Ü5ú     ñJHdÔ×<ÜÝIHÕÛÔÞ  ùÜå×}þ
ßØ¸ë¸Üïðð Bû
 
 
- 7ﬃﬁ1KﬂﬃLﬁM *N
ﬂ8_%ﬃﬁ67 Nﬀ@Oﬂ
ﬀﬁ
1KﬀFoþF 
Í
"%

("
Ï
ﬃ
Ì
( 
Ï
(" 
Í

Ï
" 0ﬃ ﬃN
Ìﬁ
 ﬃ0%  
Ï
%_
%Y ,ﬃ  
ﬁ
0ﬃ
Í
þuãLø ç$å ß¸û~ã.èøsûuã.ÚMç)ÚMøù×ÛÚ}û RÔåÙ¸ØBÚûùþzï
e
)<ïðð E+Äþ~Ù¸Ù8û8ïïô 
F
ïïöòBû
 
sGQP73R%
ﬃFS T3U
R
VIﬃﬁ? I73U
WXWXY/
ﬃ{þ !%_ﬃN(
Ï
 
Ñ Ñ
ﬃN 
ËÏ
 "
Ë
%
Ï

Ì

Ï
%_ 
ﬁÏ
(ﬃ0
Î
%
Ï
,ﬃN 
Ï
%
Ð

Ï
ﬃN( 
ÏsÍ
,
ÏÌBË
%Y 
Ñ

ﬁ

Í
%_ 
ﬁ
ﬃN
Ñ
ﬃN
Ë

Ï
 
Ï
%_M 
Ï
`IZ!( 
Ð
%
Ë
%_"
ËÄÏ

Ñ

Ì

Ï
%_f
Ñ
ﬃN 
Ï
ﬃ°þ Rà¸Üåøùèç 
Hà ßL×Møùè×;8ÜÚÛÚ<ÜÕÛ×}þ $ô
e
)<ïððöE+Äþ~Ù¸Ù8û
e
 
s
Fe
ssLû
 
õ, 
[ .]\0%7 
T$^Y%P
N
ﬁ
S%
ﬃ
6.  ﬀ
	8ﬁU`_B1K8ﬁ\dþ 
ﬁ
(
Ï
ﬃN%_
ËÄÏ
ﬃ
Ì

ÏoÌ
ﬃN+( 
ﬁ

Ìﬁ
 
Ï
%'
ËÌBË
%Y 
Ñﬁ
 
*ﬂ 
Ð
 (,"
Ë
*ﬂ%
Ï

ÌBÏ
"%_ 
ﬁ
%  
Ï
%'uþ RÔåÙ¸ØBÚûH
à.ßL×}û RÔååâûùþzïïõQ)<ïðððE+Äþ~Ù¸Ù8û Bï
Fe
òBû
 
ð,QP$N
ﬁnþ
Ï
ﬃN 
Ï
%
Ð

Ë

ﬁ ÌBÏ
%_f +%Y"D

%
Ï

Ë

Í¼Í

Ï
ﬃ0%'
Ë

ËÄÏ

Í+Ë
,
Í

Ï
,"
ËHÌBË
%Y  ﬃ
Ï
 D 
ﬁ¸Ñ

ﬁ

Í
%' 
ﬁ Ë

Ð
,ﬃ
Ï
*V "%
Ë
9%_
Ï
%Y
Ï
,ﬃ
Ð
 
ﬁ Ë
þuãLúóä÷`ßÔØ¸Õ<ë¸ç {Ôëâý%ØBåÜÕÛøùèç 8ä%ëuç  ßB×<øù×}þ òa)<ïðõ
e
+Äþ~Ù¸Ù8ûs$õ$ô
F
õBïïû
 
ïò, þb( 
ËÄÏ5Ë
'
Ì
 ﬃN
Ë5Ñ

ﬁ

Í
%' 
ﬁ Ë
%Y
Ï
!(
ÍQÑﬁ
 

Ñﬁ
 j "
Ï
%Yﬃ
ÌBË
 0ﬃ
Ë

ﬁ Ð
%Y 
ËsÑ
 ﬃ
Ë

Ë

Í+Í

Ï
ﬃ0%_
ﬁ
%Y( ﬃ
Ë

ËÄÏ

Í+Ë
þ¸ãLúóä÷Yß ÔØBÕ<ëuç {Ôë¹ý%Ø¸åÜÕÛøùèç 8äQë¸ç  ßB×<øù×}þ$ô)<ïðõs]+Äþ~Ù¸Ù8û8ïöö
F
ï
 
ðBû
 
ïïc d `M!8ﬀﬁUﬃﬁU`
þ
É

Ì ﬁ
 ﬃ0%
Ë
 
Ï
%'  V%_)ﬃ0ﬃN(
Ï
ﬁ

Ñ

Ë
("
Ñ
ﬃN 
ﬁ

Í+Ë
þãLÔ
LøùÜ°Ú}û)÷ç)Ú<à8û}íQÔÖ  sûùþ}ô)<ïð
 We
+ÄþÙ¸Ù:ûï
 
$ô
F
ï
 
sLû
 
ï, þ F
ﬁ ÌBÏ
%_ %Y(ﬃ0ﬃN(
Ï'ﬁ
 ﬃ
Í+Ì ﬁ
 
Ï
("
Ñ
ﬃ  
ﬁ

Í¼Ë
 "
Ï
]ﬃN
Ì ﬁ
 ﬃ0%
Ë
 
Ï
%'
Í

Ï
,"þLãLÔ
LøùÜ°Ú}û.÷ç)Ú<à8û íQÔÖ  sûùþ
ô)Ûïð
 We
+°þ~ÙBÙ8ûnïò
e
 GF
ïò
e
õBû
õ
Unité de recherche INRIA Lorraine, Technopôle de Nancy-Brabois, Campus scientifique,
615 rue du Jardin Botanique, BP 101, 54600 VILLERS LÈS NANCY
Unité de recherche INRIA Rennes, Irisa, Campus universitaire de Beaulieu, 35042 RENNES Cedex
Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes, 655, avenue de l’Europe, 38330 MONTBONNOT ST MARTIN
Unité de recherche INRIA Rocquencourt, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex
Unité de recherche INRIA Sophia-Antipolis, 2004 route des Lucioles, BP 93, 06902 SOPHIA-ANTIPOLIS Cedex
Éditeur
INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
  	


  
ISSN 0249-6399
